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Abstract: The cave entrances are topographical elements of the real world, and visiting those means going along
some kind of routes in all cases. By numerous cave entrances it needs the optimization of the route, by solving the
Travelling Salesman Problem. For the investigation | choose ten cave entrances from the Velence Hills. For the
optimization I used three methods: ‘the nearest point’ heuristic and eager algorithm; the method of the economic
path graph and the method of the Latin matrices. Investigating the distances and height differences between the
cave entrances in Hamilton-circles, the optimal solution gives the ‘shortest route choosing the smallest bad’
optimization method. The ‘the nearest point’ algorithm and the method of the economic path graph allow of
forward optimisation according to particular viewpoints; by the Latin matrices method it is possible to take selec-
tion conditions into consideration with the management of the graph. | presented on the end of the paper the
opportunity of the storage of a planned route with a QR- code, with the application of a Priifer- code.

Bevezetés

A barlangbejaratok a topografiai elemekkel leirhato tér részét képezik, és
felkeresésiik minden esetben valamilyen utvonalon valé végighaladast igé-
nyel. A lehetséges utvonalak két legfontosabb paramétere: az egyes utvona-
lakhoz rendelt tavolsdg €s magassagkiilonbség. Amennyiben egy kutatasba
— fliiggetleniil a kutatas céljatol és szakteriiletétél — sok barlangot vonunk be,
ugy célszerli lehet a barlangok felkeresésének utvonal optimalizalasa. A
feladat megoldasa az operaciokutatasbol ismert TSP-probléma (TSP —
Travelling Salesman Problem), magyarul az utaz6 iigynok probléma megol-
dasat igényli Hamilton-ut vagy Hamilton-kor tervezésével. Az operacioku-
tatds, mint a matematika egyik 6nallo aga csak a masodik vildghdbort alatt
alakult ki, &m mar korébban is voltak olyan optimalizalasi feladatok, ame-
lyekkel ma ez a tudomanyteriilet foglalkozik. Az utaz6 ligyndk probléma
els6 megfogalmazasa egy 1832-ben megjelent német kereskedelmi tan-
konyvben talalhaté (SCHRIJVER 2005), am ebben még matematikai részle-
tek nem szerepeltek. A probléma matematikai szempontbol térténd vizsgala-
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ta az 1930-as években kezdddott, és az egyik legszélesebb korben tanulma-
nyozott feladatta valt. Ennek egyik oka, hogy rendkiviil sok kiilonb6z6 terii-
leten alkalmazhato, igy a barlangkutatasban is.

A feladat a matematika nyelvére leforditva a kdvetkezéképpen hang-
zik: adott egy n csucsu teljes graf, ahol minden élsuly ismert. Ebben a graf-
ban keressiik a legkisebb 0sszstlya Hamilton-kort (olyan kor, amely a graf
minden cstucsan pontosan egyszer halad at). Ebben a modellben a barlangok
szerepét a graf csucsai, a koztiikk vezetd utakat a graf élei, az utak hosszat
pedig az élstulyok veszik at (BAJALINOV — BEKENE 2010). Amennyiben
vissza akarunk térni a kiindulasi helyre, akkor valoban Hamilton-kort kell
tervezni, de amennyiben csak annyi a cél, hogy minden barlangot felkeres-
stink egyszer, ¢s a kezd6-és végpont kiilonbozd lehet, akkor elegendé Ha-
milton-utat tervezni.

A feladat megoldasahoz gyakran vezetnek be kiegészito feltételeket
az élsulyokra vonatkozoan, amelyek segitségével a probléma egyszerisithe-
t6 (MAYEDA 1976, BAGYINSZKI 2011). Ezek az alabbiak.

e Pozitivitas: a legtobb esetben feltehetd, hogy a graf ¢élstlyai
nemnegativak. Mivel a feladat optimalis megoldasanak megtaldlasa szem-
pontjabol csak az €lstlyok egymashoz viszonyitott aranyai szamitanak, ezért
az ¢élsulyok tetszéleges pozitiv szammal szorozhatoak, illetve a sulyokhoz
tetszOleges valds szam hozzdadhatd, mert ezaltal csak az optimum értéke
valtozik meg, az optimalis megoldas nem (LAWLER 1982).

e Teljesség: nagyon gyakran feltételezhet6 az is, hogy a graf teljes, vagyis
barmely két csucsa kozott talalhatod €l, nincsenek tiltott tvonalak. Ha mégis
lennének ilyenek, akkor ezeket kelléen nagy élsullyal hozzadvéve a grafthoz
teljes grafot kaphatunk.

e Szimmetria: a szimmetrikus utazé ligynok problémaban a grafunk iranyi-
tatlan. Amennyiben teljesiil a szimmetria, a feladat lehetséges megoldasai-
nak szama a felére csokken. A barlangkutatasban a TSP-probléma szimmet-
rikus megfontolasat hasznaljuk; vagyis a tavolsag két barlang k6zott mind-
két irdnyban azonos.

e Metrikussag: amennyiben a graf ¢lsulyai eleget tesznek a tavolsagfiiggveé-
nyek axidémainak (szimmetrikus, csak pozitiv élsulyok szerepelnek benne,
¢s teljesiil rajuk a haromszog-egyenldtlenség is), akkor metrikus utazo tigy-
nok problémardl beszélhetiink.

Kisméretli euklideszi utaz6 tigynok problémak megoldasaban azt ta-
laltak, hogy 10-20 pont esetén rendkiviil j6 eredménnyel képes az emberi
elme a feladatot megoldani (MACGREGOR — ORMEROD 1996). A pontok
szdmanak novelésével az emberi megoldas hatékonysaga folyamatosan rom-
lik (DRY et al. 2006), ami nem meglepd, hiszen n csicspont esetén az Sz-
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szes lehetséges bejarasi utvonal szama (n-1)!, és a csucspontok szamanak
novelésével a feladat végigszamolasa sokszor szamitogépek segitségével is
reménytelen. Grafokban a legrovidebb Hamilton-korok és utak megtaldlasa-
ra ma algoritmusokat hasznalunk.

A vizsgalat munkateriilete

A feladat mintaterének a Velencei-hegység barlangjai, barlangszer(i objek-
tumai, albarlangjai és mesterséges iiregei koziil valasztottam ki tiz darabot a
Pakozdi Ingokovek Természetvédelmi Teriiletrdl és a Meleg-hegyi Granit-
sziklak Természetvédelmi Tertiletrdl, amelyek megkozelitését Pakozdrol a
K& utcai parkolobol terveztem (l. tablazat). A tervezést az iiregek kozott
mérhetd 1égvonalbeli tdvolsagokkal hajtottam végre. Ezek a tavolsagok nem
egyeznek meg azokkal a tavolsagokkal, amelyeket a terepen kell végigjarni
utak, osvények ¢és nyiladékok mentén, azonban kozottiikk egyenes aranyos-
sag all fent, igy az optimalizalas helyes eredményre vezet.

|. tablazat
Table.l.

A vizsgalatba bevont barlangok

The list of the investigated caves

Pikozdi Ingékovek TT

Név Kataszteri sorszam | Rovidités a tablazatokban
Gomba-ké barlangja 4510-516 G
Siklobdros-sziklaeresz | 4510-533 S
Rejtek-barlang 4510-519 R

Meleg-hegyi granitsziklak TT
Név Kataszteri sorszam | Rovidités a tablazatokban
Barcahazi-barlang 4510-501 B
Polak-hegyi-albarlang | 4510-525 P
Borju-volgyi-albarlang | 4510-518 BO
Pafranyos-barlang 4510-528 Pa
Cserkupacsos-barlang 4510-532 CS
Diétas-barlang 4510-534 D
Cserepes-barlang 4510-535 CSE

Utvonal optimalizalas a legkozelebbi pont hozzaad4sa algoritmussal

A TSP-probléma megoldasara kitalalt szamtalan algoritmus koziil én a leg-
kozelebbi pont hozzdadasa nevii heurisztikus, moh¢ algoritmus hasznaltam.
A legkdzelebbi pont hozzaadasa heurisztika szerint az dsszeallitott részkor-
utat béviteni kell a meglévo Gtvonal végpontjahoz legkozelebbi ponttal. Ha
minden pont szerepel mar az Utvonalban, akkor az utolsot dsszekotjiik az
elsével, és igy képezziik a Hamilton-kort. A feladat megoldasahoz egy mat-

rixot kell 1étrehozni, amelynek sorai és oszlopai az egyes pontok egymashoz
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viszonyitott tdvolsagait tartalmazzak. Az egyes pontoknak onmagukra vo-
natkoztatott tdvolsdgait nem értelmezziik, ezért a matrix foatlojaba a oo jelet
kell irni, igy biztositva, hogy a feladat megoldasa soran biztosan a kovetke-
z6 pont felé torténjen elmozdulas. A matrix a foatlora szimmetrikus, igy
csak a foatlo feletti rész kitoltése sziikséges.

A vizsgalat soran az alabbi optimalizalasi lehetéségeket vizsgaltam a
barlangok lehetséges felkeresése szempontjabol.
1. Legrovidebb ut optimalizalasa: ebben az esetben a graf egyes csucspont-
jaibol a tovabbhaladas mindig a legkdzelebbi csiicspont iranyaba torténik.
2. A legkisebb magassagkiilonbség optimalizaldsa: ebben az esetben a graf
egyes csucspontjaibol a tovabbhaladas mindig a legkisebb magassagkiilonb-
ségli csucspont irdnyaba torténik. Ekkor a bejarasi utvonal hossza nem lesz
minimalis. A bejaras figyelmen kiviil hagyja, hogy a csekély magassagkii-
1onbségli barlangok kozott lehetnek akar jelentés magassagkiilonbséggel
bir6 topografiai formak is.
3. A legkisebb magassagkiilonbség optimalizalasa inditofeltétel megadasa-
val: megoldasi mddszerében megegyezik a legkisebb magassagkiilonbség
optimalizalasaval, azzal a kikotéssel, hogy a kezddpontbol a legkdzelebbi
pontba kell elmozdulni, fliggetleniil annak magassagkiilonbségétol.
4. Magassagkiilonbséggel sulyozott legrovidebb ut optimalizalasa: a megol-
dasnal a tavolsag értékek sulyozasat végeztem el a magassagkiilonbségek
dekaméteres mértékegységben adott értékével. Ebben az esetben az elmoz-
dulas a legkisebb értékkel rendelkez6 csucspontba torténik.
5. Magassagkiilonbséggel sulyozott legrovidebb ut optimalizalasa inditofel-
tétel megadasaval: megoldasi modszerében megegyezik a magassagkiilonb-
séggel sulyozott legrovidebb ut optimalizalasaval, azzal a kikotéssel, hogy a
kezddpontbol a legkdzelebbi pontba kell elmozdulni, fliggetleniil annak ma-
gassagkiilonbséggel sulyozott értékétol.
6. Egy méterre jutd magassagvaltozas fliggvényében optimalizalt legrovi-
debb utvonal: a megoldas soran a tavolsag és magassagkiilonbség értékek
alapjan elvégeztem az egy méterre jutd magassagvaltozas szamitasat centi-
méter mértékegységben. Az egy centimétert el nem éré valtozasokat 0-nak
tekintettem. Az elmozdulas ebben az esetben a legcsekélyebb magassagval-
tozassal jard pontba torténik; egyezés esetén az elmozdulasrol a legrovidebb
tavolsag fliggvényében kell donteni.
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7. Egy méterre jutd magassagvaltozas fliggvényében optimalizalt legrovi-
debb utvonal inditofeltétel megadasaval: megoldasi modszerében megegye-
zik az egy méterre jutd magassagvaltozas fliiggvényében optimalizalt legro-
videbb tvonal megadasaval, azzal a kikotéssel, hogy a kezdépontbol a leg-
kozelebbi pontba kell elmozdulni, fiiggetleniil a magassagvaltozas értékétol.
8. Egy méterre juté magassagvaltozas fliggvényében sulyozott legrovidebb
ut optimalizalasa: a megoldasnal a tavolsag értékek sulyozasat végeztem el
az egy méterre jutd magassagvaltozasok fliggvényében. Ebben az esetben az
elmozdulas a legkisebb értékkel rendelkezd cstucspontba torténik; egyezés
esetén az elmozdulasrol a legrovidebb tavolsag fliggvényében kell donteni.
9. Egy méterre juté magassagvaltozas fliggvényében sulyozott legrovidebb
ut optimalizalasa inditofeltétel megadasaval: megoldasi modszerében meg-
egyezik az egy méterre jutd magassagvaltozas fliggvényében sulyozott leg-
rovidebb utvonal optimalizalasaval, azzal a kikotéssel, hogy a kezddpontbol
a legkozelebbi pontba kell elmozdulni, fliggetleniil a magassagvaltozas érté-
kétol.

10. A legrévidebb utvonal megadésa a legkisebb rossz valasztasaval: ebben
az esetben a csicspontbol valo tovabbhaladas el6tt meg kell vizsgalni a leg-
kisebb tavolsag és legkisebb magassagkiilonbség értékkel rendelkezo csucs-
pontokat. Amennyiben a két érték ugyanarra a csticspontra vonatkozik, gy
arra kell tovabbhaladni. Amennyiben a két érték két kiilonb6z6 csucspontnal
jelentkezik, ugy meg kell vizsgalni a tavolsdgok ardnyat. Amennyiben a
legkisebb magassagkiilonbséggel rendelkezd csucspontba vezetd tavolsag és
a legrovidebb tavolsag aranya nem haladja meg az 1.5:1 aranyt, ugy a legki-
sebb magassagkiilonbség iranyaba kell tovabbhaladni.

A legkozelebbi pont hozzaadasa algoritmussal kapott eredmények érté-
kelése és elemzése

Az egyes modszerek Gsszehasonlitasa soran minden esetben kiszamitottuk a
Hamilton-kor és Hamilton-ut értékét méterben, tovabba a kor és ut soran
megtett magassagkiilonbségeket. A vizsgalat eredményeit a Il. tdbldzat
tartalmazza. Az egyes optimalizalasi modszerekre a Il. tdblazatban a fenti
felsorolasban/ismertetésben adott sorszamokkal (1-10) hivatkozunk. Elolja-
réban megjegyezziik, hogy véleményiink szerint a gyakorlatban a Hamilton-
kor tervezésének van inkabb jelentdsége, amennyiben elfogadjuk azt a felté-
telt, hogy terepre autdval érkeziink; igy a bejart itvonal kezd6- és végpontja
egybe kell, hogy essen.
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Il. tablazat
Table.1l.
Az egyes optimalizalasi modszerek dsszehasonlito tablazata (d — tavolsag, Am — magassagkiilonbség)
The comparative table of the single optimisation methods (d — distance, 4m — height difference)

Hamilton-ut Hamilton-kor
Modszer | d[m] | Am[m] | d[m] | Am[m]

1 6942 231 11290 268
2 16387 123 20735 160
3 15125 158 17739 162
4 11818 133 12519 162
5 13147 158 15761 162
6 15806 143 19627 223
7 13985 170 17806 250
8 14727 115 18548 195
9 13906 165 17727 245
10 8887 213 11501 217

Amennyiben a legrovidebb bejarasi utvonal tervezése a legfobb
szempont, akkor a legrovidebb ut optimalizaldsa modszer (1) adja a legjobb
eredményt Hamilton-t és kor esetében is. Ekkor a megteendé magassagkii-
16nbség a lehetséges legkisebb magassagkiilonbségnek tobb, mint kétszere-
Se.

Amennyiben a legkisebb magassagkiilonbség lekiizdése a legfobb
szempont, akkor az egy méterre jutd magassagvaltozas fliggvényében si-
lyozott legrovidebb 1t optimalizalasa modszer (8) adja a legjobb eredményt
Hamilton-at esetében. Ezzel lényegében ekvivalensnek tekintheté a legki-
sebb magassagkiilonbség optimalizalasa (2). A 2-es és 8-as megoldasok
esetében a megteendd Hamilton-ut hossza a legrovidebb lehetséges utnak
tobb mint 2.1-szerese.

Legkisebb magassagkiilonbség lekiizdése ¢s Hamilton-kor esetére a
legjobb megoldast a legkisebb magassagkiilonbség optimalizalasa (2) adja,
de ezzel egyenértékiinek lehet tekinteni tovabbi harom megoldast: legkisebb
magassagkiilonbség optimalizalasa inditofeltétel megadasaval (3), magas-
sagkiilonbséggel sulyozott legrovidebb it optimalizalasa (4), magassagkii-
lonbséggel sulyozott legrovidebb ut optimalizalasa inditofeltétel megadasa-
val (5). Az emlitett négy megoldas (2,3,4,5) alkalmazasaval megtett Hamil-
ton-korben a magassagkiilonbségek ugyan minimalisak, de a megteendd
utak egymastol és a lehetséges legrovidebb utvonaltol tobb-kevesebb mér-
tékben kiilonboznek. A legjobb egyezést a legrovidebb tutvonallal, a magas-
sagkiilonbséggel stlyozott legrovidebb t optimalizalasa (4) adja; ebben az
esetben a kettd aranya mindosszesen 1.1, mig a 2,3,5-0s megoldasok eseté-
benezazérték 1.4, 1.6 és 1.8.

Szuboptimalisnak tekinthetd megoldast ad a legrovidebb utvonal
megadasa a legkisebb rossz valasztasaval (10) Hamilton-ut és kor esetére is.
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Hamilton-at esetében a megtett Gt a lehetséges legrévidebb utnak 1.3-
szorosa, a lekiizdendé magassagkiilonbség pedig a legrovidebb bejarhato
utvonalhoz tartozd6 magassagkiilonbségnek 0.9-ed része. A legkisebb ma-
gassagkiilonbséghez képest a magassagkiilonbség értéke 1.8-szoros, azon-
ban a megteendd Ut a legkisebb magassagkiilonbséghez tartozo Gt 0.6-ed
része. Hamilton-kor esetében a megtett Ut a lehetséges legrovidebb uttal
egyezonek tekinthetd (1.02-szerese), a lekiizdendd magassagkiilonbség pe-
dig a legrovidebb bejarhatd utvonalhoz tartozoé magassagkiilonbség 0.8-ed
része. A legkisebb magassagkiilonbséghez képest a magassagkiilonbség
érteke 1.4-szeres, azonban a megteendd Ut a legkisebb magassagkiilonbseg-
hez tartozo6 ut 0.6-ed része.

Osszefoglaléan az alibbi megallapitasokat tehetjiik a gyakorlat
szempontjabol Iényeges Hamilton-korokre vonatkozoan:
- Amennyiben a tervezési szempont a legrovidebb utvonal bejarasa, tekintet
nélkiil a lekiizdend6 magassagkiilonbségre, akkor matematikailag a legjobb
megoldast a legrovidebb Ut optimalizélasa (1) adja. Ekkor a barlangok felke-
resésének sorrendje: KO-G-R-S-P-Pa-CS-CSE-D-B-BO-KO.
- Amennyiben a tervezési szempont az Gtvonal bejarasa a legkisebb magas-
sagkiilonbség lekiizdése szerint, akkor a legjobb megoldast a magassagkii-
16nbséggel sulyozott legrovidebb ut optimalizalasa (4) adja. Ekkor a barlan-
gok felkeresésének sorrendje: KO-P-Pa-BO-CS-CSE-D-B-R-S-G-KO.
- Amennyiben a tervezési szempont a legrovidebb utvonal bejarasa mellett a
lekiizdendd magassagkiilonbségeket is figyelembe veszi, ugy a legjobb
megoldast a legrovidebb tutvonal megadéasa a legkisebb rossz valasztasaval
(10) nevii mddszer adja. Ekkor a barlangok felkeresésének sorrendje: KO-
G-R-S-Pa-CS-CSE-D-B-BO-KO.

Az optimalis utvonal meghatarozasa a gazdasagos favaz modszerével

A gazdasagos favaz keresésének problémaja a kovetkezé moddon altalano-
sithatd. Rendeljiink egy Osszefliggd G graf minden ¢éléhez egy-egy szamot.
G egy G’ részgrafja értékén a G’ élethez rendelt szdmok 6sszegét értjiik, és
keressiik a G egy minimélis értékii favazat (ANDRASFAI 1983). Ez a mod-
szer csak abban az esetben vezet az optimalis megoldashoz, amennyiben az
¢lek értékei mind kiilonbozok, ez azonban az €lekhez rendelt tavolsag érté-
kek esetén mindig biztosithatd. Elméletileg elképzelhetd olyan eset, amikor
két ¢l teljesen azonos tavolsagértékkel rendelkezik, azonban ebben az eset-
ben, ha valamelyiket akar csak egy milliméter értékkel is megvaltoztatjuk, a
feladat egyértelmiivé valik, az okozott valtozas pedig nem befolyasolja mér-
tékaddan a bejarando Osszes tavolsagot. A megoldas elsd 1épésében a bar-
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langok kozott haromszogeket kell képezni, majd rendeljiik hozzd minden
egyes haromszogoldalhoz az adott oldal hosszat méterben. Minden egyes
grafpontbol kiindulva rajzoljuk meg folytonos vonallal az azt ¢lt, amelyik a
legkisebb tavolsagértékkel rendelkezik. Lehetséges, hogy ugyanazt az élt
mind a két végébdl kivalasztjuk. Az igy létrejovoé Gp graf az eredeti G graf

2

K&
1. abra A kormentes, nem 6Osszefiiggd G1 részgrdf kijelolése a barlangok kézott
Fig.1. The designation of the acyclic, not relating G1 subgraph between the caves

Most forrasszuk 6ssze G-nek G; azonos komponenseibe es6 pontjait
egy-egy pontta, és toroljik a létrejové hurokéleket. Az igy létrehozott Hi
grafban ismét rajzoljuk meg minden csticspontbdl folyamatos vonallal azo-
kat az ¢éleket, amelyek a legkisebb tavolsag értékkel birnak. Ebben az eset-
ben azonban figyelembe kell venni a hairomszog-egyenldtlenség szabalyt is,
igy kivalasztasra keriilhet olyan €l is, ami ugyan nem a legrovidebb, de az
utvonal bejarasa soran nem teszi sziikségessé egy el6z6 pontba valo vissza-
térést. A haromszog-szabalynak megfelelden egy el6z6 pontba vald vissza-
térés, majd innen az Utvonal folytatdsa mindenképpen hosszabb lenne, mint
a visszatérés nélkiili kozvetlen tovabbhaladas. A Gi-bdl létrejovo grafot
jeloljik Go-vel, és a mintafeladat itt véget is ért, hiszen sikeriilt megalkotni
egy Osszefliggd grafot (2. abra). A K2 és K3 kozott nem a legrovidebb €l
keriilt kivalasztasra, mert ez ebben az esetben a Siklobéros-sziklaereszbol a
Rejtek-barlanghoz igényelt volna visszatérést, és ez hosszabb, mintha a
sziklaereszt6l kozvetlentil a Polak-hegyi-albarlanghoz mennénk el.
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2. dabra A G2 dsszefiiggd grtif'k{jelélése a G1 grdf azonos komponenseibe tartozo dsszevont pontjai kézott
Fig.2. The designation of the connected G2 graph between the contracted points (belonging to identical
components) of the G1 graph

"o

A gazdasdgos favaz moddszerével eldallitott graf l1ényegében egy
Hamilton-kor, amit a mintapéldaban a legrovidebb ttvonal kivalasztasara
optimalizaltam. A moddszer altalanosnak tekinthetd, tehat hasznalataval el-
végezhetO egy utvonal tetszdleges szempontok szerinti optimalizalasa.

Az optimalis utvonal meghatarozasa latin matrixok segitségével

A feladat megoldasanak els6 1épéseként lassuk el tetszéleges sorszamokkal
a felkeresendd barlangokat ¢s rajzoljunk meg kozottiik egy iranyitott grafot.
A grafélek iranyitasat azért tehetjiik meg, mert az eldzetes tervezés soran
kialakul egy lehetséges bejarasi terv, amit a barlangok akar térképrél leol-
vashatd topografiai viszonyai hataroznak meg (3. abra). Tekintsiik a 1étre-
hozott G graf A=[ajj] csucsmatrixat, és irjuk be a;j#0 helyébe ajj-Szer a sz6-
ban forgd éleket mutatd (pi, pj) grafpontok jeleit. A csticsmatrixbdl ilyen
modon 1étrejové matrixot nevezziik latin matrixnak (ANDRASFAI 1983),
amelyet M-el jeloliink. Az M marixbol hagyjuk el a szamparok elsé tagjait
¢s igy nyerjilk M’ matrixot. Az M és M’ matrix az 1 hosszisagu sétautakat
jeloli ki a G grafban. Képezziik az M - M’ szorzatot a szokasos sor-0szlop
kompozicidkkal, de e kompozicidkban az oszlopok elemeivel vald szorza-
sok csak egyszeri hozzairasok, az 0sszeaddsok pedig csak egymas ala ira-
sok legyenek, és csak olyan szamsorozatokat irjunk le, amelyben nincs is-
métlodés. A szorzast folytatva rendre a 2,3...c-1 hosszlisagu sétautakat kap-
juk meg.
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3. abra Iranyitott graf létrehozdsa latin matrix készitéséhez
FIG.3. The formation of a directed graph for making Latin matrices

AzM - M’®? matrix elemei a G-beli iranyitott Hamilton-utakat jels-
lik ki. A modszer elénye, hogy valamennyi Hamilton-utat tartalmazza a
matrix, igy elméletileg tetszélegesen valaszthatjuk meg a bejaras kezddpont-
jat. Az eredeti tervezési feladat szerint a KO utcai parkolobol terveztiik az
indulast, ezért szamunkra csak azoknak a Hamilton-utaknak van jelentdsé-
ge, amelyek az 1-es pontbol indulnak (111. tdbldzat).

1. tablazat
Table.lll.
Az 1-es pontbdl indulé Hamilton-utak a latin madtrix modszerrel meghatdarozva
The Hamilton roads leaving from the 1 point, defined with the method of the Latin matrices

Sorszam Utvonal Hossz [m]
1 1234678910115 8836
2 1,2,3,4,6,8,9,10,11,5,7 9773
3 12,3,4,689,115,7,10 9895
4 1,2,3,456,7,89,10,11 6942

A 1. tablazat alapjan lathatd, hogy 0sszesen négy olyan Hamilton-
ut van, amely az 1-es pontbdl indul, és a legrovidebb tavolsag szerint opti-
malizdlva a 4-es szamu adja a legjobb megoldast. A tovabbi optimalizalasi
szempontokat célszeri a graf iranyitasaval figyelembe venni. Minél inkabb
atgondolt az élek iranyitasa, €s minél tobb lehetdséget zarunk a helyi moz-
gasra pl. a magassagkiilonbségek miatt, annal egyszeriibb lesz a latin matrix,
és a vele elvégzendd szorzasok sora. Ha az M - M’®* matrix képzése soran
megengedjiik, hogy az elemeket alkotd sorozatok utolso tagja az elsdvel

o7

megegyezzek, akkor e matrixokban a f64tl6 minden eleme annyi szdmsoro-
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zatot tartalmaz, amennyi irdnyitott Hamilton-kor van G-ben. A szdmsoroza-

......

elemek ebben a matrixban mind nullak lesznek. A 1V. tdblazat foglalja dssze
a mintafeladatban kijel6lhet6 Hamilton-koroket.

V. tablazat
Table.IV
A latin matrix modszerrel kijelolt Hamilton-kérok
Hamilton-circles defined with the method of the Latin matrices

Sorszam Utvonal Sorszam Utvonal
1 12,3,456,7,89,10,11,1 6 7,89,10,11,123,45,6,7
2 2,345,6,78,910,11,1,2 7 8,9,10,11,1,2,3,45,6,7,8
3 3,45,6,7,8,9,10,11,1,2,3 8 9,10,11,1,2,3,45,6,7,8,9
4 456,7,89,10,11,1,2 3,4 9 10,11,1,2,3,45,6,7,8,9,10
5 6,7,8,9,10,11,1,2,3,4,5,6 10 11,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11

A V. tablazatbol 1athatd, hogy az 5-0s sorszamu pontbdl a graf ira-
nyitasa miatt nem indithat6 Hamilton-kor. Akkor célszert ilyen megkotést
alkalmazni, ha a szoban forg6 pont topografiai viszonyai vagy megkozelité-
sének nehézsége egy adott iranybol ezt sziikségessé teszi. A modszer a mat-
rix képzés szabalyainak megfeleléen a legrovidebb Hamilton-kort adja
eredménylil, és a tovabbi optimalizalasi szempontokat itt is célszerti a graf
iranyitasaval figyelembe venni.

Az optimalis utvonal tarolasanak lehetéségei

Az optimalis utvonal tarolasa egyszeri grafok és metrikus adatok mellett
tobb masféle modszerrel is megoldhatoé. Vizsgalatunk soran egy olyan QR-
kodot készitettiink, amely a bejarasi Gitvonalat Priifer-kod formajaban tarol-
ja, a grafélekhez tartoz6 metrikus informaciot pedig egy szinfokozatos mat-
rix irja le. A QR-kodok bevezetése a grafok altal tarolt informacio tarolasara
a digitalis képeken megvalosuld alakfelismeréshez kapcsolodik. Az ilyen
modon létrehozott fekete-fehér, kétdimenzids abrak akar egy mobiltelefon-
nal lefényképezve visszafejthetok. A visszaalakitashoz a telefonon sziikség
van egy alkalmazasra, ami lefényképezi €s a megfeleld modon tovabbitja az
adatokat. A feladat megoldasa soran alakitsuk at az iranyitott grafot matrix-
sza. Sorszamozzuk be a graf cslicspontjait pozitiv, egész szamokkal novek-
v6 sorrendben olyan modon, hogy az 1-es sorszamot a graf kiinduldopontja
kapja. Amennyiben az Gtvonal optimalizalasa soran szerepelt inditofeltétel,
ugy a 2-es sorszdmot mindenképpen a feltételben megszabott csticspontnak
kell kapnia; ettdl eltekintve azonban a sorszamok csticspontokhoz rendelése
tetszoOleges lehet. A legrovidebb utvonal megadasa a legkisebb rossz valasz-
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tasaval nevii modszer szerint tervezett itvonal egy lehetséges szamozasat a
4. abra mutatja.

3
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\

\
1

4. abra A legrividebb utvonal megaddsa a legkisebb rossz valasztasaval nevii modszer segitségével optimalizalt
utvonal sorszamozdasa
Fig.4. Numbering the route points given by the 'shortest route choosing the smallest bad’ optimization method

Ezt kovetden allitsunk el egy olyan matrixot, amelynek sor és osz-
lopszama megegyezik a tervezett Utvonalban szereplé pontok szamaval,
majd a matrix sorait és oszlopait szamozzuk be a csticspontok sorszdmaival.
A szamok alkotjdk a matrixban a graf pontjait, és amennyiben van (a,b) éle
G —nek, akkor az a-adik sor b-edik cellajat toltsiik ki valamilyen szinnel.
Lehet, hogy minden cella azonos szint kap, ebben az esetben a matrix csak
annyi informaciot hordoz, hogy milyen utvonalon kell a barlangokat felke-
resni. Amennyiben a cella szinezése valamilyen szinfokozattal torténik, ugy
a szin mennyiségi informaciot is képes kifejezni, €és az is leolvashatd, hogy a
két barlang k6zott mekkora a tavolsag. A 4. abra alapjan az V. tablazatban
Osszefoglalt matrixot lehet elkésziteni, szinfokozatokkal jeldlve az egyes
barlangok kozotti tavolsagot. A kevesebb szinfelhasznalas érdekében a ta-
volsagokat intervallumokra osztottam, de a sziirkeségi skala 0-255 kozotti
értékei sokkal tobb intervallum definialasat is lehetévé teszik.
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V. tablazat
Table.V.
Az optimalizalt utvonal megjelenitése matrixos formaban szinfokozat alkalmazasaval
The hypsometric representation of the optimized route in a matrix

M|
-

2000-2600 m
1000-2000 m

- 500-1000 m

100-500 m

A grafelméletben egy n cslicsi szamozott fa Priifer-kodja egy n—2
hosszil szamsorozat. A koéd tulajdonképpen n—1 hosszusagl, csak az utolsd
elem elhagyhat6, mert az mindig n. Tekintsiink egy tetszéleges fat az
{1,2...n} cstcsokon, és rendeljiink hozza egy szdmsorozatot a kovetkezo-
képpen: hagyjuk el a fa els6fokt csticsai koziil azt, amelyiknek a legkisebb a
sorszama, ¢és kozben annak a csucsnak irjuk fel a sorszamat, amellyel az
elhagyott csucs Ossze volt kotve. Legyen ez vi. Ezt ismételjiik, amig mar
csak egy csucs marad. Ez a csucs az n-edik sorszdmu, hiszen egy fanak
mindig van legaldbb 2 elséfoku cstcsa, és n-nél csak kisebb sorszamu csi-
csok vannak, igy el6bb azokat hagyjuk el. Az igy kapott vi, Va....vh.2 szam-
sorozat a fa Priifer-kodja. Amennyiben az optimalizalt utvonalat szeretnénk
Priifer-kod segitségével tarolni, ugy a feladat megkezdése el6tt lassuk el
tetsz6leges pozitiv egész szamokkal a graf csucspontjait. Amennyiben elére
tudnank az utvonalat, akkor a csucspontokat a bejaras sorrendjében is sza-
mozhatnank 1-t6] kezdddden, és ebben az esetben a Priifer-kod egy ndvekvo
szamsorozat lenne 2-t61 n-1 —ig. Mivel elére nem tudjuk az optimalizalt ut-
vonalat, csak sejtéslink lehet, ezért a szamok hozzarendelését tekintsiik vé-
letlenszertinek (5. dbra). A 4. dbran feltiintetett itvonal Priifer-kodja: 4 59 3
786 11 10. A Priifer-kodbdl a fa visszaallithat6 a kovetkezé modon. Adjuk
hozz4 a Priifer-k6dhoz utolsé elemként az n-et. Kivalasztjuk azt a legkisebb
pozitiv természetes szamot, amelyik nem szerepel a sorozatban (Priifer-kod,
¢s Nn). A létrehozando faban 0sszekotjiik ezt a szamot a sorozat elsé elemé-
vel. Ezt a legkisebb szamot hozzaadjuk a sorozathoz, majd tordljiik a soro-
zat els6 elemét. Ezt a folyamatot addig folytatjuk, ameddig el nem fogynak
az eredeti sorozat elemei. A QR-kod generalasara tobb ingyenes webes felii-
let is van. A kod felépitése szabvanyositott, felépitését a felhasznalonak nem
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kell ismernie ahhoz, hogy ilyet generalni tudjon. En a http://gr-kéd.hu/ web-
oldal szolgaltatasat hasznaltam fel. A kodot ugy terveztiik meg (5. dbra),
hogy kozépen az V. tiblazatnak megfelel6 matrixos tGtvonal leiras latszod-
jon, kortilotte pedig fekete-fehér négyzetekkel a Priifer-kod legyen rogzitve,
amelyet vissza lehet fejteni a bejaras Gitvonalat leird graffa (4. dbra).

5. dabra Az optimalizalt utvonal QR-kodja
Fig.5. The QR-code of the optimized route

Osszefoglalas

A barlangbejaratok a topografiai elemekkel leirhatod tér részét képezik, ¢és
felkeresésiik minden esetben valamilyen Gtvonalon vald végighaladast je-
lent, amely sok felkeresendd barlang esetében az utvonal optimalizalasat
igényli a TSP-probléma megoldasaval. A feladat mintaterének a Velencei-
hegység barlangjai, barlangszerli objektumai, albarlangjai és mesterséges
tiregei koziil valasztottuk ki tiz darabot a Pakozdi Ingokovek Természetvé-
delmi Teriiletrdl és a Meleg-hegyi Granitsziklak Természetvédelmi Teriilet-
rél. A barlangok felkeresésének optimalizalasahoz harom modszert vizsgal-
tunk: a legk6zelebbi pont hozzaadasa nevii heurisztikus, mohé algoritmust,
a gazdasagos favaz kivalasztasanak modszerét €s a latin matrixok segitségeé-
vel torténé megoldast. A gyakorlat szempontjabol 1ényeges Hamilton-
korokben vizsgalva a kiilonboz6 optimalizalasi feltételekkel szdmithato ta-
volsagértekeket ¢s magassagkiilonbségeket, azt a kovetkeztetést lehet le-
vonni, hogy az optimalisnak tekintheté megoldast a legrovidebb utvonal
megadasa a legkisebb rossz valasztasaval nevii modszer adja. A legkozeleb-
bi pont hozzaadasa algoritmus és a gazdasagos favaz modszere lehetové
teszi az eldre meghatarozott szempontok szerinti optimalizalast, a latin mat-
rixok segitségével torténd megoldasnal viszont a kivalasztasi feltételeket a
graf iranyitasaval lehet figyelembe venni. A dolgozat végén bemutattuk az
optimalizalassal tervezett utvonal taroldsanak lehetdségét QR- és Priifer-kod
alkalmazasaval.
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