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Abstract: The paper presents an elementary mathematical description of the horizontal karstification process,
which occurs in the zone of debris of surface of limestone.

1. Bevezetés

A mészkd tormelékes oldodasi zonat képezé — horizontélis karsztosodasnak
nevezett — denudacids folyamat geomorfologiai modellje és annak elsé ma-
tematikai leirasa VERESS-PENTEK (1990, 1996) munkaiban szerepel.

A matematikai modell ettdl eltérd felépitésii, a felsobb matematika
eszkozeit felhasznald targyalasat SZUNYOGH (1994) készitette el. Az els6
matematikai modell finomitasat PENTEK (2001) és annak tovabbfejleszté-
sét PENTEK—VERESS (2002) végezte el.

SZUNYOGH (1994) dolgozata parcialis differenciadlegyenletek fel-
hasznalasaval, fiiggvénytani eszkdzok alkalmazasaval targyalja a karsztos
pusztulds térmelékes zonas modelljét. Talan éppen az alkalmazott matema-
tikai modszerek mélysége miatt a dolgozat nem valtott ki komolyabb vissz-
hangot a felsobb matematika eszkozeit kevésbé alkalmazo karsztos kutatok
korében.

Jelen dolgozat kisérletet tesz arra, hogy lehetéleg minél elemibb
moddszerekkel mutassa be azt az utat, amellyel az atlagosnal komolyabb ma-
tematikai felkésziiltség nélkiil is levezethetjiik a tormelékes oldodasi zonat
kialakito karsztos pusztulds egyenletrendszerét.

2. A geomorfoldgiai modell

A tormelékes zonat képezd karsztosodas geomorfoldgiai modelljének felépi-
tésénél egy talajréteggel boritott, horizontalis elhelyezkedésli mészkd tér-
szinbdl indulunk ki. A talajrétegen atszivargd csapadékviz széndioxiddal
feldasulva éri el a kdzet felsO hatarat, amelynek felso tartomanyat torések és
repedések rendszere szovedékként jarja at. E kdzettartomanyba feliilrdl be-
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szivargd viz oldo hatdsa révén szélesiti a repedések rendszerét, s mikdzben
lefelé halad, fokozatosan telitédve elveszti oldoképességét.

A kozet felsO tartoméanya a térben minden iranyban fejlédoé repedé-
sek halozata mentén végbemend oldas hatasara tormelékdarabokra kiiloniil,
ezzel egy apr6zodasi folyamat veszi kezdetét. Az aprozodas mértéke lefelé
haladva csokken, s fokozatos atmenetet képez a szalban allo6 mészké felé. E
folyamat eredményeként fejlodik ki a kdzet felsd tartomanyabol a térmelé-
kes oldodasi zona. A tormelékdarabok méretét a kdzet repedezettségi mér-
téke hatdrozza meg, méretilk a szalkdzettdl felfelé haladva fokozatosan
csokken. Ennek oka egyrészt az, hogy a tormelékes oldodési zona felsd ré-
szén levo darabok mar korabban szakadtak le a szalkdzetrol, masrészt itt a
legintenzivebb az oldddasi folyamat, a feliilrdl érkezo legagresszivebb oldo-
szerrel itt talalkozik a mészkd tormelék.

A tormelékdarabok feliilete oldodasuk soran legdmbolyddik, mére-
tiikk egyre csokken, amig végiil teljesen feloldodnak. A tormelékes zéna fel-
sO hatdra folyamatosan tolddik lefel¢ azaltal, hogy az olddszer hatdséara a
zona felsO részén eltlinnek a teljesen feloldodott tormelékdarabok. Az igy
még nem teljesen telitddott olddszer a szalkdzet felsd tartomanyaba hatol,
ezaltal a zona a szalkdzet aprozddasaval alulrél potlodik.

Ha az oldés koriilményei szamottevéen nem valtoznak, akkor a fo-
lyamatra jellemz6é szemcseeloszlasu tormelékes oldodasi zona fejlodik ki.
Ha azonban a karsztos oldast meghataroz6 koriilmények lényegesen meg-
valtoznak, akkor az 0j helyzetre jellemzd, a kordbbitol eltéré szemcseelosz-
last tormelékes zona alakul ki. A térmelékes zona felsd hatara, s vele egyiitt
a karsztos térszin is olyan iitemben siillyed, ahogyan ezt a zonat alkoto tor-
melékdarabok feliiletén végbemend karsztos oldas folyamata lehetdvé teszi.

A tormelé€kes oldddasi zona elvileg az autogén karsztok teljes teriile-
tén megszakitatlanul kifejlddhet. Mivel azonban a karsztos térszineken az
oldast meghataroz6 tényezok lokalisan jelentds mértékben eltérhetnek egy-
mastol, igy a térszin kiilonb6zd helyein a lepusztulds sebessége is jelentds
eltéréseket mutathat. Ez a differencialt iitemi stillyedés oldasos tobros for-
makincs kialakulasat eredményezi. A folyamat fokozatosan dngerjesztové is
valhat azaltal, hogy a tobrok aljan tobb talaj és nedvesség halmozodik fel, ez
lokéalisan noveli az oldoszer agresszivitasat. Ez pedig a kornyezeténél gyor-
sabb iitem siillyedést eredményez.

54



3. A matematikai modell

A tormelékes oldodasi zonat képezd karsztosodas matematikai modelljének
megszerkesztése sordn a geomorfologiai modell 1ényeges tulajdonsagainak
megtartasa mellett a kovetkezo idealizalo feltevéseket fogalmazzuk meg.

a. Feltételezziik, hogy a karsztosodo térszin vizsgalt tartomanyédban a szal-
kozet, illetve a tormelékes zona fels6 hatara horizontalis elhelyezkedésti.
Feltessziik tovabba, hogy a kdzetet borito talajtakard vastagsadga is azonos,
igy teljesen sik, vizszintes helyzetli térszinre hullik a karsztosodast miikdd-
tetd csapadékviz.

b. Feltételezziik, hogy a talajban, illetve a tormelékes zonadban halado, tor-
melékdarabokat keriilgetd csapadékviz fiiggdleges iranyban szivarog lefelé.
c. Feltessziik, hogy a tormelékes oldodasi zondban levd tormelékdarabok
tokéletesen gomb alaktiak. A gdbmbok atmérdje kezdetben a szalkdzet szom-
szédos repedéseinek atlagos tavolsadgaval egyezik meg, az oldodas soran
gombalakjukat megtartva atmérdjiik fokozatosan csokken nullara a teljes
feloldottsagig.

d. Tételezziik fel, hogy a tormelékes oldodasi zéna tormelékgdmbjeinek
nagysaga jellemzd a zonaban elfoglalt helyzetére. A zona felsé részén kicsi,
lefelé haladva egyre nagyobb gombok taldlhatok, s a zona barmely vizsgalt
helyének kozelében nagyjabdl azonos méretli gdbmbok helyezkednek el.

e. Az oldodas soran az egyre kisebb tormelékgdmbok egymassal tovabbra is
érintkeznek, egyre kisebb térfogatot toltenek ki, s ezért a zona felso hatara, s
vele egylitt a karsztos térszin felszine is vizszintes helyzetét megtartva siily-
lyed.

f. Az egymadssal érintkez6 gdmbok rendszerébdl felépiild tormelékes oldo-
dasi zonaban a gdmbok rendszere kozti hézagok térfogataranyat jellemzo x
hézagtérfogat a teljes zonaban, térben és iddben is alland6. E hézagokat a
lefelé szivargd olddszer tolti ki.

g. A tormelékgdmbok rendszerén atszivargd csapadékvizrdl feltételezziik,
hogy belsé surlodastél mentes, Osszenyomhatatlan, idealis folyadékként
viselkedik. A térmelékes oldodasi zonaban szivargd csapadékviz, mint ol-
doészer mozgésardl feltételezziik, hogy lamindris, 6rvénymentes és idében a
karsztos denudici6 sebességéhez igazodva nagyon lassan valtozd
kvézistacionarius dramlas.

A geomorfoldgiai modellt kiegészitd idealizalo feltevések ezen rend-
szere lehetdvé teszi olyan matematikai Osszefliggések megfogalmazasat,
amelyekbdl levezethetd a tormelékes oldddasi zonat létrehozd karsztos
denudaci6 altalanos egyenletrendszere. Ezen egyenletrendszer felallitdsahoz
tobb 1épésben jutunk el.
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4. Az oldészer aramlasa a tormelékes oldodasi zénaban

Eldszor a tormelékes oldodasi zona egy tetszéleges térbeli pontjaban, egy
adott iddpontban értelmezziik a hézagtérfogat fogalmat. A térmelékgom-
bokkel kitoltott tormelékes oldodasi zona valamely P pontjanak adott ¢ id6-
pontban képezett hézagtérfogatan azt a dimenzid nélkiili pozitiv valos sza-
mot értjiik, amely megmutatja, hogy a P pont kortili kicsiny V' (> 0) térfoga-
tu tartomany hanyad részét tolti ki az egymassal érintkezd tormelékgdmbok
kozti hézagok V' térfogata, azaz legyen

s
v

2

(1 K

mivel 0< V'SV ,igy 0< x <1 teljestl.

A tormelékes oldodasi zonan beliil a hézagtérfogat nagysaga elvileg
pontrdl pontra, s az id6 muléasaval is valtozhat, azonban a tapasztalattal jo
megegyezésben, s 0sszhangban a 3. fejezet f. pontjaval elfogadjuk, hogy «
értéke a teljes oldodasi zondban mindeniitt azonos, s értéke az idé mulasaval
sem valtozik.

A 3. fejezet a. pontjanak feltevése folytan a tormelékes zona felsod
hatara és a talajtakar6 felszine is vizszintes, igy egyenletes csapadékhullast
¢s beszivargast elfogadva a tormelékes oldddasi zonaban a térmelékgdmbok
mérete ¢s eloszlasa, s igy az olddszer szivargdsanak v sebessége is a torme-
1ékes zona felsd peremétd]l mért tavolsagtol fiigghet csupan, barmely régzi-
tett mélységben v értéke azonos. Ez szemléletesen ugy fogalmazhat6 meg,
hogy a tormelékes oldddasi zona horizontalisan barmely irdnyban 6nmaga-
ban eltolhatd, mas szdval ezen irdnyokban eltolasi szimmetridval rendelke-
zik.

Most belatjuk, hogy a szivargas v sebessége a tormelékes zona pe-
remétol mért tavolsagtol sem fiigg, értéke vertikalisan is allandd. Tekintsiik
ennek bizonyitasara a tormelékes oldddasi zona egy tetszdleges olyan egye-
nes hasab alaku tartomanyat, amelynek alap- és fedélapja az olddszer szi-
vargasi iranyara merdlegesen, vizszintesen helyezkedik el. A hasab oldal-
lapjai pedig alljanak a szivargas iranyaval parhuzamosan, fiiggéleges hely-
zetben.

Tegyiik fel, hogy a hasab 4 teriiletli fed6lapjan v sebességgel moz-

g6 oldoszer 1ép be, s ugyanekkora A teriiletli alaplapjan pedig v, sebességii

oldoszer 1ép ki. Mivel a hasab oldallapjai az olddszer szivargasanak iranya-
val parhuzamosak, igy az oldallapokon sem nem Iép be, sem nem Iép ki
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oldoszer. Kicsiny A¢ id6étartam alatt a feddlapon keresztiil belépd olddszer
térfogata:

) Vo =i Aovy - AL,

az alaplapon keresztiil kilépd oldoszer térfogata a x hézagtérfogat allando-
saga folytan

3) Vig=k-A-vy At |

Az oldoszerek a 3. fejezet g. pontjaban feltételezett 0sszenyomhatatlansaga
miatt a belépd ¢és kilépd térfogatok egyenldek:

(4) Ve =Vii >
ahonnan a kozds « - 4- At mennyiséggel torténd egyszerlisités utan a
(%) V=V

Osszefiiggés adodik (1. dbra).

A

2 O %0gO| vt

t t+At

1. abra: A kontinuitdsi egyenlet a tormelékes zondaban
Fig. 1: Equation of continuity in the zone of debris
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Eredménytiink ugy fogalmazhaté meg, hogy a teljes tormelékes oldo-
dasi zéna valamennyi pontjdban az oldoszer szivargasanak v sebessége al-
landd, ennek értékét a karsztosodast jellemzd klimatikus, talajtani és kdzet-
tani tényezOk hatarozzak meg. Ez az 6sszefliggés tulajdonképpen a tormelé-
kes oldodasi zonara vonatkozo kontinuitasi egyenlet (BUDO 1972).

5. Az anyag aramlasa a tormelékes oldodasi zonaban

A tormelékes oldodasi zondban a karsztos oldas soran a CaCO5 két fazis-

ban van jelen: egyrészt oldott allapotban az olddszerben, ez a folyadék fazis,
masrészt a tormelékgdmbok anyagaban, ez a szilard fazis.

Az el6zd fejezetben latottakhoz hasonldan tekintsiik a tormelékes
oldodasi zona egy kis méretli, AV térfogatu, egyenes hasab alaku tartoma-
nyat, amelynek alap- és fed6lapja vizszintes helyzetli, oldallapjai fliggdlege-
sek. E kis AV térfogati hasabban az oldoszerrel kitoltott hézag AV, tér-

fogata a x hézagtérfogat értelmezése folytan
(6) AV, =k-AV .

A viz egységnyi térfogataban feloldott CaCO5 tomege az oldat C koncent-

racidjaval aranyos, igy a AV, térfogata oldoszerben (6) felhasznalasaval
(7) Amw'z :C'AVW'Z =x-C-AV

tomegli CaCO5 van oldott allapotban. Ezért a CaCOj5 stirlisége a folyadék-

fazisban:
Amviz
(8) pr=—r, =K c
nagysagu.

A AV térfogati hasab alaka tartomanyban a kézetgombok térfogata
hézagtérfogat értelmezése folytan (6) figyelembevételével

) AVig =(1—K)-AV .

Ha ps a CaCOj strlisége, akkor a AV térfogatii hasab alaku tartomany-
ban levé mészkd tomege a (9) felhasznaldsaval
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(10) Amyg = prs - AVig = =K)- pig - AV .

Ezért a CaCOj5 stirlisége a szilard fazisban

Amy
1 1 = —0 = 1 —K)- r”
(11) PE =y ~ U= Pis
nagysagu.
A AV térfogatl tartomany py teljes CaCO5 slirlisége pedig (8) és
(11) alapjan
(12) pr=py +px =k-C+(1-K) prs -

Legyen a tormelékes oldodasi zona AV térfogatu kis hasdbja alap- és fedo-
lapjanak teriilete 4, az oldoszer szivargasanak allandd nagysagu sebessége
v, s a hasabban talalhato tormelékgdmbok siillyedési sebessége w, amelynek
értéke a tartomany kis mérete miatt szintén a tartomanyban allandonak te-
kinthetd.

Ekkor egyrészt a vizben oldott CaCO5 a viz szivargasi v sebességé-
vel halad, ezért a folyadék fazis tdmegaramléasa a (7) alapjan kicsiny Az id6
alatt

(13) Amy=ppy-A-v-At=x-C-4-v-At,

ahonnan a folyadék fazis anyagaramlasi stirisége

_ Aml
A- At

=x-C-v

(14) N

értékiinek adodik.
Masrészt a tormelékgdmbokben levd CaCO; w sebességgel siillyed

(,,aramlik™), ezért a szilard fazis tomegéaramlasa a (10) alapjan a kicsiny Af
1d6 alatt
(15) Amy =pg - A-w-At=(1-K) - prg-A4-w-At,

ebbdl pedig a szilard fazis anyagaramlasi stirtisége
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_ Am2
A- At

(16) fZ :(I_K)'pko'"w

lesz.
fgy a feliiletegységen idSegység alatt athaladé CaCO; oldat (folya-

dék fazis) és tormelékosszlet (szilard fazis) teljes tomegaram surlisége a
(14) és (16) felhasznalasaval:

(17) S=h+lr=x-Cv+(-K) prs-w
értéklinek adodik.
6. A tdmeg megmaradéasanak elve a tormelékes oldédasi zondban

Tekintsiik a tormelékes oldddasi zona egy tetszdleges, de rogzitett, a térben
fix helyzetli, egyenes hasab alaku tartomanyat, amelynek alap- és feddlapja
vizszintes, oldallapjai fiiggélegesek. Legyen e tartomény térfogata AV,
alap- ¢és feddlapjanak teriilete 4, magassaga Ax. Legyen tovabba Ax olyan
kicsi, hogy a tartomany belsejében levo tormelékgdmbdok pillanatnyi atmé-
réjét egyenldnek tekinthessiik.

Vizsgéaljuk meg a AV térfogatt tartomanyban kicsiny Az id6 alatt a
CaCO; anyagaramlasaban bekovetkezd tomegvéltozast! A AV térfogath
hasabban a ¢ idépontban levé CaCOj teljes tomege a (12) dsszefliggés alap-
jén:

(18) M) =pr@)-AV =[x-C+(1-x)- pis |- AV .

A AV térfogati hasabban a ¢+ Az id6pontban levé CaCO5 teljes tomege
szintén a (12) felhasznalasaval

(19) M(t+At) = pp(t+At)-AV =[k(C+AC) +(1- &) prg |- AV =
=[k-C+(1=K) pps |- AV +K-AC-AV
ahol C+AC jeloli a folyadékfazisban levd CaCO5; koncentracio értékét a
t + At idépontban.

Ekkor a (18) és (19) alapjan

(20) AM = M(t+At) =M (1) =[xk -C+(1=K)- ppg |- AV + K- AC-AV —
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~[xc-C+U-K)-pp5 ] AV =k-AC-AV =k -AC- A- Ax

a At id0 alatt a AV térfogatt tartomanyban bekdvetkezett CaCO5; tomegé-

nek megvaltozasa.
A AV térfogatu hasabba Ar id6 alatt a fed6lapon keresztiil belépd
anyagaram tomege a (17) Osszefiiggés alapjan

(21) Mp, =[k-Cv+(1—K)-prg -w]-4-Ar .

A AV térfogat hasabbol Ar 1d6 alatt az alaplapon keresztiil kilépd anyag-
aram tomege a (17) Osszefiiggés felhasznalasaval

(22) My, =[k(C+AC)-v+(1—K): prg - (w+Aw)]- 4-Ar

ahol w+ Aw jelenti a tormelékgombok stillyedési sebességét a ¢ + At 1d6-
pontban.
Ekkor a (21) és (22) 0sszefiiggések felhasznalasaval

(23) My, —My; =[x-C-v+(1=K)-ppg -w|- A-At -
—[(C+AC) v+ (1 -K)- prg -(W+AW)]- 4- At =
=[x Cvr(-K) ppz-w]-4-At-
—[x-Cv+(-K) prg-w]-4-At—
—[c-ACv+(1=K)-prs - AW]- 4-At =
=[x AC-v+(1=K)-ppg - Aw]- 4- At

adodik. Az oldoszer feltevésiink folytan fiiggélegesen szivarog lefelé a 3.
fejezet b. pontjaval d6sszhangban. A tormelékgombok siillyedése ugyancsak
fiiggblegesen lefelé¢ torténik, igy a vizsgalt hasab oldallapjain sem befelé,
sem kifelé nem aramlik sem folyadék fazist, sem pedig szilard fazisa
CaCO;5 . Ezért a tomeg megmaradasanak elve szerint a (20) és (23) alapjan

a
(24) AM =Mp, —My,;

Osszefliggést eredményezi (2. abra).
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AX
AV

AX L(W+AW)-At

)

t t+at

2. dbra: A tomeg megmaradasdanak elve a tormelékes zondaban 1.
Fig. 2: Equation of mass conservation in the zone of debris 1.

A (20), (23) és (24) egyenletek felhasznalasaval ekkor
(25)  &k-AC-A-Ax=—[x-AC-v+(1-K): prg - Aw]- 4- At

kovetkezik, ahonnan az 4 - x - Ax - At mennyiséggel tortént osztas utan

AC AC 1-k Aw
26 _=_v._+—. R —
(26) At [ Ax Piké Ax :|
kovetkezik, amelynek atrendezésével nyerjiik a
AC AC 1-k Aw
27 +v- + Prg - — =0
(27) At Ax K Pié Ax
egyenletet.

Ko6zonséges sebességli karsztosodasi folyamatoknal a (27) egyenlet
elsd tagja elhanyagolhatd, tehat

(28) AC

0,
At

igy a (27) Osszefiiggés a
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29 Ve— 4+ —— 014 =0
( ) Ax K Pké

alakot 6lti. A (29) a karsztos oldast meghatarozo elsé alapegyenlet.
7. Kapcsolat a tormelékgdmbok mérete és a stllyedés sebessége kozott

A korabbi fejezetekhez hasonloan tekintsiik a tormelékes oldddasi zona egy
tetszOleges, de rogzitett egyenes hasab alaku tartomanyat, amelynek alap- és
feddlapja legyen vizszintes, oldallapjai fliggdlegesek. Legyen a hasab térfo-
gata AV, alap- és fedOlapjanak teriilete 4, magassaga Ax . Tegylik fel, hogy
Ax olyan kicsiny méretli, hogy a hasab belsejében levd tormelékgdmbok
mérete egyenld nagysagunak tekinthetd.

A hasdbban levd tormelékgdmbok a karsztos oldédas eredményeként
At 1d9 alatt siillyednek, s ezen siillyedés eredményeként egy AV térfogatu,
tovabbra is A4 alap- ¢és feddlap teriileti, am Ax' magassadgu hasabot alkotnak.

Ha a kiindulési hasab feddlapjanak siillyedése w sebességli, az alap-
lapé pedig w+ Aw, akkor a ¢ idépontban a hasab térfogata

(30) AV =4-Ax ,
a siillyedés eredményeként a ¢ + A¢ iddpontban a keletkezett hasab térfogata
(31) AV'=4-Ax' .

Konnyen belathato, hogy

(32) Ax'= Ax+(w+Aw)- At —w- At =
=Ax+w-At+Aw-At —w- At =
=Ax+Aw-At,

ahonnan
(33) A(Ax) = Ax'-Ax = Aw- At

adodik. Ebbdl a (31) felhasznalasaval

(34) AV'= A-Ax'= A-(Ax + Aw- At)
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kovetkezik, s a (30) és (34) alapjan

(35) AAV) = AV'=AV = A-(Ax+ Aw-At)— A+ Ax =
=A-Ac+A-Aw-A—A-Ax=A-Aw- At

Osszefiliggést nyerhetjiik. Innen

A(AV)

(36) At

=A-Aw ,

ahonnan pedig a (30) és (36) Osszefliggések alapjan

1oAYy 1 Aw

(37) A Aw ="
AV At A-Ax Ax

kovetkezik (2. abra).

A (37) 0sszefiiggés bal oldalan all6 mennyiséget mas modon is eld-
allithatjuk. Ha a Az térfogatu hasab N szamu R sugart tormelékgdmbot tar-
talmaz, akkor ezek teljes térfogata a (9) alapjan

(38) N-%[-R3:(1—K)-AV,

amelybdl egyszerli atrendezéssel nyerhetjiik a késdbbiek soran felhaszna-
lando

N4z
l-x 3

(39) R} =AV

Osszefiliggést is.

A AV térfogatu hasab Ar 1d6 elteltével lefelé siillyedve AV' térfo-
gati hasdbba alakul, de a benne taldlhaté tormelékgdmbok N szdma nem,
sugaruk viszont R nagysagrol R+ AR értékiire valtozik. Ekkor ugyancsak a
(9) alapjan fennall az

47

(40) N~T-(R+AR)3=(1—K)-AV'

Osszefiiggés.
Vonjuk ki ezutan a (40) 6sszefiiggésbol a (38) Osszefliggést, ezzel az
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(41) N-%”-[(RMRP—R3]=(1—/<)-[AV'—AV]

egyenldséget kapjuk. A bal oldalon elvégezve a harmadik hatvanyra torténd
emelést, a

(42) N-%”[(R3 +3R? -AR+3R-(AR)? +(AR)’ —R3]:
=(1-x)-[AV'-AV]

Osszefiiggés adodik. Mivel AR kicsi, igy a (AR)2 €s (AR)3 mennyiségeket

tartalmazd tagokat elhanyagolhatjuk. Ezutan az 6sszevonasok, egyszerlsités
és At értékével torténd osztas eredményeként

(43) L.4”.R2 AR _AAY)
-k At At

kovetkezik, ahonnan a (39) és (43) alapjan

4 1 AAY) _ 1 N, p2 AR
AV A N 4 3 1ok At
1-x 3
_ 3 AR
R At

adodik (3. abra).

A (37) és (44) osszefliggésekben a bal oldalon 4allo kifejezések meg-

egyeznek, igy a jobb oldalaknak is egyenldknek kell lenniiik, ezért érvényes
a

A 3 AR
(45) aw_ 2 A
Ax R At

egyenldség. A (45) a karsztos oldodast meghatarozé masodik alapegyenlet.
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AV | A

" o ©

AX

%J!!‘
O
O

t t+At

3. abra: A témeg megmaradasanak elve a tormelékes zonaban I1.
Fig. 3: Equation of mass conservation in the zone of debris I1.

8. Egy tormelékgdmb oldddésa

Tekintsiik a tormelékes oldodasi zona egy tetszdleges R sugaru tor-
melékgombjét, amelynek V térfogata

(46) v="C"\R.

Ha Ar id6 elteltével a tormelékgoémb sugara R + AR, akkor ennek V' térfo-
gata

(47) V'=4T”-(R+AR)3,
a térfogat megvaltozasa pedig
(48) AV:V'—V=4T”-(R+AR)3—R3 .
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Végezziik el a (48) jobb oldalan szerepld harmadik hatvanyra torténd
emelést a (42) dsszefliggéshez hasonldan. Mivel AR kicsi, igy most is ha-
nyagoljuk el a (AR)z, illetve a (AR)3 mennyiségeket tartalmazo tagokat.
Ekkor az 6sszevonasok utdn a (48) dsszefiiggés a

_3%

(49) AV == 3RZ-AR=47-R*-AR

alakra hozhato.
Az altalanos karsztos oldodasi folyamat klasszikus matematikai le-
irasat Nernst, W. (1904) adta meg a

Am_ kKkT )

50 =
( ) At kK +kT

S-(C,-C)

alakt 0sszefiiggés segitségével, ahol

Am = amészkd oldéasnak kitett feliiletérdl eltavozott tomeg,

At = azoldas vizsgalt id6tartama,

kx = akémiai oldas sebességi allandoja,

kp = a hatarrétegben torténd anyagtranszport (anyaghozam) sebességi
allanddja,

S = azoldddd mészko feliiletének felszine,
C, = afeloldott CaCO5 egyenstlyi koncentracioja,
C

= akarsztos oldat pillanatnyi CaCO5 koncentracioja.
Esetiinkben az (50) jobb oldalan

(51) S=4z-R?,
az egyenlet bal oldalan pedig (49) felhasznalasaval

(52) Am=—pyg -AV =—pyg -47-R* AR |
igy az (50) egyenlet alakja

2
47 -R° -AR kK'kT 2
53 — s - = 4z-R*-(C,-C),
( ) Pké At kK+kT ( e )
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ahonnan egyszertiisités utdn

AR _C -C ]
At g L]

kg kr

(54)

adodik.
Az anyagtranszport (anyaghozam) sebessége DUBLJANSZKIJ
(1987) alapjan eldallithat6 a

(55) k=221 3p2,

8 o
alakban, ahol
0 = az aramlo rendszerre jellemz0 karakterisztikus méret, itt a
tormelékgdmb atmérdje,
D = adiffuzios allando,
v = az araml6 olddészer kinematikai visztozitasi tényezdje.
Az (55) 0sszefliggés felhasznalasaval az (54) egyenlet a

(56)

-1
aR_c-c[1 16 R
At Pid kK 85 3[D2V

alakra hozhatd. Az (56) a karsztos oldodast meghatdroz6 harmadik alap-
egyenlet.

9. Osszegzés — a karsztos oldas altalanos egyenletrendszere

Az eléz6 fejezetekben attekintettilk a tormelékes oldodasi zonat kialakitd
karsztos oldodés legfontosabb Gsszefiiggéseit. Ezek eredményeként levezet-
tik a (29), (45) és (56) osszefiiggéseket, amelyek egyiitt a karsztos oldodas
altalanos egyenletrendszerét alkotjak.

Egyenletrendszeriinkben a meghatarozand6 ismeretlen fiiggvények:
a C(x,t): koncentracio, az R(x,t): a tormelékgdmbok sugara, valamint a
w(x,t): a tormelékgdmbok siillyedési sebessége. Mindharom fiiggvény 2-
valtozds, a tormelékes zona kezdd idépontban elfoglalt felsd peremétdl mért
x mélység, valamint a kezd id6ponttdl eltelt 7 id6 fiiggvényei.

A (29), (45) és (56) egyenletrendszer kezdeti feltételei a kovetkezdk:
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a. Ha 0<x <o és t=0, akkor R=Ry, C=0 é w=0, mivel a kezdeti
iddpillanatban még nincs oldodas, csupén elindul lefelé feliilrdl a beszivargd
oldoszer.

b. Ha x >0 és >0, akkor R=R;, C=C, és w=0, mert a kdzet fel-
szine alatt nagy mélységben a beszivargo oldoszer mar telitett.

c.Ha x=0 ¢és >0, akkor C =0, mivel a tormelékes zona felszinén a be-
szivargd olddszer még nem tartalmaz oldott CaCO5 anyagot.

Ha Ax —> 0, Ar — 0 hataratmenetet képeziink, akkor a (29), (45) és (56)
alkotta egyenletrendszer alakja a

@+1—K. ow 0
ok MG
. ow_3 or
ox R ot

parcialis differencidlegyenletbe megy at. Ezen egyenletrendszer egy, a diffe-
renciadl- és integralszamitas modszerein alapuldé megolddsat adta meg
SZUNYOGH (1994).

A jovében a (29), (45), (56), illetve a hataratmenettel nyert (57)
egyenletrendszerek elemi Gton torténd megoldasat igyeksziink kidolgozni.
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