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Abstract: We presents a mathematics model which describe the development of the calcareous sinter ripples if the
current is laminar. We establish a formula, which can calculate distance of neighbouring calcareous sinter rip-
ples. We analyse the relation which are the between the current and the development of the ripple.

1. Bevezetés

A tultelitett karsztos vizekbél az oldott anyagok kicsapddnak. A keletkezé
leggyakoribb és egyben legvaltozatosabb formakban megjelené kivalasi
anyag az édesvizi mészks, aramlo vizekbol torténd kivalas esetén ez a
mésztufa.

A Kkicsapddas biogén és abiogén okokkal magyarazhatd. A vizes
kornyezetben él6 mohak fotoszintézisiikkel csokkentik az aramlo karsztos
vizfolyasban az egyensulyi széndioxid mennyiségét. Az egyensulyi széndi-
oxid mennyiségéet csokkentheti, s igy a taltelitettséget eredményezheti az
aramlasi viszonyok megvaltozasa, a viz egy részének elparolgésa, az aram-
las turbulenciaja miatti kiszell6zése, a homérséklet ndvekedése, valamint a
nyomas csokkenése (BALOGH 1991, VERESS 2004).

A mésztufa legfontosabb formai a kilonbdzo felileteken keletkezé
bevonatok, gallérok, fodrok, kivalasi foltok, fecskefészkek, valtozatos alaku
és méretii gatak, 1épcsok, mésztufa kupok és a forraskipok (VERESS, 2004).

Ebben a dolgozatban a karsztos vizfolydsokban megjelend fodrok-
kal, laminaris aramlasi viszonyok kozott tortén6 képzédésuk egy lehetséges
matematikai modelljével foglalkozunk. Fodrokat a Bukk-flirdéi medencék-
ben figyeltink meg, amelyek itt széleskoriien elterjedt képzédmények. E
fodrokkal analég kepzédményeknek tekintjiik a patakmedrek mésztufagat-
jait. Modelliinket fodrokra fejlesztettlik ki, de azt gondoljuk, hogy gondola-
taink tovabbfejlesztésével mésztufagatakra is alkalmazhat6 lesz a jovében.
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A kivalasi fodrok néhany centiméter magassagu, keresztmetszetben
szimmetrikus, vagy aszimmetrikus alaku, feltilnézetben egyenes, vagy haj-
ladoz6 formék, amelyek lokalisan mindig a pillanatnyi aramlas iranyara
mero6legesen helyezkednek el. Nagy stiriiségben fejlédnek ki a kicsiny, vagy
kdzepes vizmélységek esetén. A tapasztalatok szerint a szimmetrikus fodrok
Kicsiny, az aszimmetrikus fodrok nagyobb aramlasi sebesség mellett jonnek
létre (VERESS, 2004).

A Kkarsztos kivalasi fodrok alakja és sajatos periodikus elrendezédése
sok tekintetben emlékeztet a folyok medrében keletkez6 kozismert
homokfodrokra. A homokfodrok alakjanak, keletkezésének és vandorlasa-
nak matematikai targyalasaban alapveté fontossaguak EXNER (1920, 1927)
dolgozatai. Karsztos modelliink kidolgozasa soran Exner ezen munkaiban
felvazolt otletét igyekeztiink a kivalasi formak keletkezésének sajatos fo-
lyamataira alkalmazni.

Eredmeényeink kis sebességek mellett létrejové laminaris aramlasi
viszonyokra vonatkoznak. A turbulens aramlasi korilmények kozott vég-
bemené kivalasi formak vizsgalataval a jovoben kivanunk foglalkozni.

2. A hidrodinamikai modell

A Kkarsztba jutott viz a kézetet oldva az oldas korilményeire jellemzé szin-
ten telitédik, s ez a telitett oldat jelenik meg a karsztforrasok felszinre buk-
kano vizében. Itt a megvaltozott fizikai paraméterek hatdsara megkezdodik a
karsztvizbél az egyensulyi széndioxid kilépése.

Feltételezzik, hogy a kicsapodo anyag kolloidalis méretii részecskék
forméjaban jelenik meg a vizben. E részecskék ratapadhatnak a felliletekre,
de mozoghatnak is az a&ramlasban. Ez utdébbit bizonyitja, hogy a karsztos
vizfolyasok medrének uledékeiben a mész nem csupan bevonat, hanem
szemcsek formajaban is eléfordul.

A Karsztos vizfolyasban haladé kolloidalis méretii kivalt részecskék-
nek egyedll a hémozgas hatasara a teljes statisztikai rendezetlensegnek
megfelel6 egyenletes térbeli eloszlasat tapasztalnank. Egyedul a gravitacios
erotér hatasara viszont statisztikailag olyan teljesen rendezett allapot jonne
létre, amelyben a kivalt részecskék mind a meder legaljan helyezkednének
el. A két, egyidejiilleg fennallo, a hdmozgasi rendezetlenséget el6idézé es a
nehézségi erotér rendezé hatasanak eredményekent alakul ki a részecskék
Boltzmann-féle eloszlasa. Eszerint a meder aljan a legnagyobb, mig felfelé
haladva egyre Kisebb a kivalt kolloidalis méretii részecskék koncentrécidja.
Az adott fizikai és kémiai paraméterek egyértelmiien meghatarozzak a kiva-
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nyében. A részecskék ezen eloszlasat lellepedési, vagy szedimentacios
egyenstlynak nevezzilk (BUDO 1972a).

Ha a mederfenéken levé akadaly, mint helyi egyenetlenség hatasara
a fentiekben vazolt modon kialakult szedimentacids egyensuly megbomlik,
akkor ennek hatasara vertikalis iranyu rezges keletkezik, amely a horizonta-
lisan mozgd folyadékban transzverzalis hulldmmozgasként jelentkezik,
amely viszont a mederhez képest nem mozdul el.

A meder aljan e hullammozgéas hulldmhosszara jellemz6 tavolsagok-
ban a hullamhegyek alatt, ahol lokalisan lecsokken az aramlas sebessége,
savokban rakddnak le a kivalt kolloidalis méretii részecskék, amelyek e sa-
vokban megkotédnek és a mederfenékhez kérgezédnek. E periodikus, sa-
vokban megjelené bekérgezédések ndvekedve alkotjak a kivalasi fodrokat,
amelyek tovabbi fejlédese vezethet el a keresztgatak képzodéséhez.

3. A matematikai modell

Tekintsiik egy olyan vizfolyast, amelynek vizhozama idében allando, a me-
der aljzata sik, alakja a vizsgalt szakaszon allando. A karsztforrdsban megje-
lené vizet ideélis inkompresszibilis folyadéknak tekintjik, amelynek aram-
lasarol feltessziik, hogy stacionarius és laminaris.

Modelllink leirdsdhoz régzitsiink olyan Descartes-féle jobb sodrasu
koordinatarendszert, amelynek origbja a meder aljan helyezkedik el, x-
tengelye a viz haladasanak iranyaba, z-tengelye pedig felfelé mutat. Tegyuk
fel tovabba, hogy koordinatarendszeriink énmagaval parhuzamosan a viz v
aramlasi segitsegével halad, mintegy kisérve a vizrészecskék mozgasat.

A kolloidalis méretii mészanyag-szemcsék lelilepedési egyensulya a
mederfenékt6l mért z magassag fliggvenyében a

(1) pu(@)=p e (@>0)

Osszefuggésnek tesz eleget, ahol p, a mésztufa stirisége és p,(z) a pilla-
natnyi stirtiség a z magassagban (BUDO 1972a).

Szemeljunk ki a vizfolyas vizébol egy V térfogatd és p striségi
térfogatelemet, amely a mederfenék felett z magassagban halad. A térfogat-
elem szilard és folyékony fazisbol tevédik 6ssze. Mivel a kivalo mészanyag
stirlisége a z magassag fuggvényében az (1) formulaval irhat6 le, igy a V
térfogatelem 0 <e™** <1-ed részét teszi ki a mésztufa szemcséinek szilard

fazisa, a maradék 0 <1-e “* <1-ed részt a folyadékfazist alkotd karsztviz
tolti ki. Ez utobbit a z magassag fiiggvényében a
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@) p,(2) = pyll-e?)

Osszefuggéssel irhatjuk le, ahol p, a viz stirisége. Ekkor a V térfogatelem
teljes striisége az (1) és a (2) felhasznalasaval a

@) p@)=pu(D)+p,(2)=p e+ pylL-e)
formulaval irhatd le.

A mederfenéken elhelyezked6 kiemelked6 akadaly hatasara emel-
kedjék meg a V térfogatelem egy p'(< p) suraségt és z'(> z) magassagba.
Ekkor a térfogatelemre hat6 erék egyrészt a

4) G=-p-V-g
sulyer6, masrészt az

©) Fi=pV g

felhajtders. Igy a dinamika alapegyenlete szerint

d?z ,
(6) m'd?=Ff+G=P'V'9—P’V‘9,
amelybdl a
(7 m=p-V

Osszefligges felhasznalasaval

d°z ,
8) p~V-dt2 =(p-p)-V-g,
azaZz
d?z p—p
9 =_ .
) e P g
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formulaval jellemezhet6 lefelé iranyuld gyorsulassal tériti visszafelé ki-
emelkedett térfogatelemiinket a hato erék eredéje a lelilepedési egyensuly-
ban elfoglalt helyzete felé (1.a. abra).

Teljesen hasonld okfejtéssel, ha a meder aljan kiemelked6é akadaly
helyett egy bemélyedés talalhato, akkor a V térfogatelem lezokkenve egy
p'' (> p) striiségii és z''(< z) magassagu helyzetbe a

2 n
(10) 0z __p=r".
dt Yo,

g

felfelé iranyul6 gyorsulassal rendelkezik. E gyorsulassal igyekszik visszafe-
Ié tériteni a hatd erék ereddje a bestllyedt terfogateleminket a letilepedési
egyensulyban elfoglalt eredeti helyzete felé (1.b. abra).

3 Ff
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1. dbra: A vizsgalt térfogatelem vertikalis mozgasa a mederben
Fig. 1. Vertical movement of investigation volume element in the bed

Dinamikai szempontbol a fentiekben vazolt, a szedimentacids
egyensulyt helyreéllitani kivano visszatérité hatassal magyardzhaté a
transzverzalis hullamok megjelenése.

Ezutdn a (9) egyenlet jobb oldalan szereplé relativ stirtisegvaltozas
mértékét hatdrozzuk meg, ha a fentiekben vizsgalt V térfogatelem a z ma-
gassagbdl a nala csak kis mértékben nagyobb z'= z + Az magassagba emel-
kedik. Ekkor egyszerti algebrai atalakitasokkal
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p—p'=lp e +pl-e")]-[p, " + p,(1-e")] =

(11) |
=(pr=po)- (€ ") =(p, _po)'(l—efam)

adodik. Kicsiny Az esetén —a - Az is Kicsi, s ekkor jo kozelitéssel érvényes
a

(12) e xl-aAz
0sszefligges, amelynek a (11) formulaba térténé behelyettesitésével
(13) p=p'=(p—py)e“ aAz

adddik, ahonnan

P €

- — e Y. a-AZ
(14) p—p _ (o 53) aiaz
+p,(L—e7%)
kovetkezik.
Alkalmazzuk most a (14) osszefuggest a z=0 fenékszintrél a
z = Az magassagba felemelked6 terfogatelemre, ekkor

-a-0 -a-0 = a-i
P P+ p(l—e™7) P1
adodik. A (9) differencialegyenlet ezen kicsiny fenékszintrél indulé vertika-
lis kitérités esetére a

a5 PP (p—po)-€° a2 p—p,

2 —
(16) E:_g.u.a.z’

dt’ P

vagy tdmdorebben a

17
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alakra hozhatd. A (17) 6sszefiiggés egy konstans egyutthatds, homogén li-
nearis masodrendt differencialegyenlet, amelynek altalanos megoldasa a
kdzismert

(18) z=A-coswt+ S-sinwt

alakban adhatdo meg. Kezdeti felteteleink t =0 esetén z=0 és %:vo,

amelynek eleget tevé megoldas a

(19) 7= Yo -sin_|g .Ma -1
PL”Po \ P

gi
P1

formaban adhaté meg (BUDO 1972b, FRANK-MISES 1966, 1967).
A (19) egyenlet alapjan a vertikalis folyadékrezgés periodusideje a

(20) wzz_”: Q.M.a
T £1
felhasznalasaval
(21) T= 27
g- P17~ Po a
P1

alakban irhat¢ fel.
EXNER (1927) aramléstani vizsgalatai szerint az (1) 6sszefliggésben
szerepl6 a mennyiség

(22) o= ﬂ

alaku. Ekkor (21) a
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2r _ 21 -V

g-AA"Po g [g.PrTP g
L1 P1Po

(23) T=

alakot olti.

A mederhez rogzitett megfigyel6 szamara a transzverzalis rezgések
tovahaladd transzverzalis hulldmkeént jelennek meg, amelynek A hullam-
hosszéra érvényes a

) A=vTov—2EV  _op2 | PP
g.pl_poﬁ g(pl_pO)ﬁ
\ P1 Po
Osszefiiggés. A (24) képlete alapjan pedig a szomszédos fodrok d tavolsaga

(25) d=Ai=27z-v? | PPo
9(o, — po) B
(2. abra).

aramlas iranya

77T A A >
X
fenéken levo felkavaras lerakas
akadaly

2. &bra: A fodrok képzddésének elvi vazlata
Fig. 2. The theory of the development ripples

Lathatd, hogy a szomszédos fodrok tavolsaga a karsztviz aramlasi
sebességének négyzetével aranyos. Ha tehat az aramlas sebessége kétszere-
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sére nd, akkor a fodrok tavolsaga megnégyszerezodik, feltéve természete-
sen, hogy az aramlas laminaris jellege megmarad.

A (25) formula alkalmazhatésagahoz ismerni kell az aramlas v se-
bessegét, a mésztufa p,, valamint a karsztviz p, striséget.

EXNER (1927) kvarchomokbol kialakul6 fodrok analdg jelenségét
vizsgalva Ugy talalta, hogy B =0,128 kg/m?s®. A (25) formula alkalmazha-
tosagahoz tapasztalati uton kalibralni kell: d,v, p, és p, ismeretében méré-
sekkel meg kell hatarozni a B mennyiség értékét. E tapasztalati Uton nyert
LS ismeretében v, p, és p, felhasznalasaval mas aramlasok vizsgalatanal a
keresett d meghatarozhato.

|. tablazat
Table I.
Aad=d (V) fuggvény
The d = d (V) function
v[m/s] 01 02 05 1
d[m] 0,08 0,32 2,01 8,05

A fentiekben bemutatott elméleti levezetésiinket egy gyakorlati sza-
mitassal illusztraljuk. EXNER (1927) méreseit felhasznalva, ha

P, =1kg/dm?® a Kkarsztviz siiriisége, p, =19 kg/dm® a mésztufa siirisége,
akkor a (25) formula alapjan a szomszeédos kivalasi fodrok d tavolsagat az

aramlas v sebességének fiiggvényében az I. tablazat adatai tartalmazzak. A
tablazat adatait felhasznélva a d = d(v) fliggvenyt a 3. abra mutatja be. A

Il. tabldzatban viszont v =0,1m/s aramlasi sebesség mellett talalhatjuk az
aramlo oldat p siriiségét a fenektol szamitott z magassag fuggvényében. E
tablazat adatait felhasznalva készilt p = p(z) fuggvényt a 4. bran lathat-
Juk.

1. tablazat
Table II.
Ap= p(Z) fuggvény V = 0,1 m /S aramlasi sebességnél
The p = p(Z) function V.= 0,1 m/ S at current velocity
Z[m] 0 0,01 0,02 0,05 0,1 0,2 0,4
plkg/dm?] 1,90 1,79 1,69 1,47 1,25 1,07 1,01
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3. abra: A 1= (v) figgvény 4. dbra: A p=p(z) fliggvény
Fig. 3. The A = 4 (v) function Fig. 4. The p=p(z) function

4. Osszegzés

Dolgozatunkban a karsztos vizfolyasok medrében megjelend kivalasi fodrok
matematikai modelljét vazoltuk fel laminaris aramlasi viszonyok kozott.
Meghataroztuk a fodrok legszembetiin6bb metrikus jellemzojét, a szomszé-
dos fodrok tavolsagat. Megvizsgaltuk, hogy e tavolsag hogyan fiigg az
aramlas sebességétol, a tultelitett oldatban a kolloidalis méretti részecskék
forméajaban megjelent mésztufa siiriiségétol, vegil a szallité karsztviz siiri-
ségeétol. Fontos feladatunk a bemutatott elméleti formulék kalibralasa a gya-
korlatban, az egyes paraméterek numerikus meghatarozasa, végul a modell

vizsgalata és finomitasa turbulens aramlasok esetére is.

Kdszonetnyilvanitas
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Tisztelettel és szeretettel adézom édesapam, Péntek Kalman (1923-1999)
emlékének, aki engem gyermekként a természet szeretetére megtanitott.
Halaval és kdszonettel tartozom neki, hogy F. Exner (1920, 1927) felhasz-
nalt dolgozatainak szakszerii forditasaval és szévegértelmezésével nagyban
hozzajarult jelen dolgozat megsziiletéséhez. Requiescat in pace...
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