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SZIKLAKARROK KARSMOSODAS@NAK MATEMATIKAI
MODELLEZESE

SZUNYOGH GABOR

Berzsenyi Déniel Tanarképz6 Féiskola, Természetfoldrajz Tanszék, Szom-
bathely, Karolyi Gaspar tér 4.

Abstract. The theoretical-physical examination of karren processes on kmestone surfaces is shown in this study.

Based on our former examinations the simult tons of inclined, not aven-like limestone ercsion are
given. The hydrodynamical, chemical and marphologlcal regularities of karstification processes on rock surfaces
are also cou.rm'enng The differential g trical relafions, y lo mathematical writing of rock surfaces

change their form in ime, are determined and guantiiative mla!imu of physical-chemical processes infiuenced the
temporal change of these parameters are given. The main magnitude was the three variable function, which can
give the form z{x,y.2) of karst surfaces. The determination of this form alse postulates the caleulation of the speed of
Sflowing water an limestone surface, the concentration of solution CaCO3 in water and the thickness of liquid film.

The algorithm of computer solving of deduced partial differential simultaneous equations is given.
El6zmények

A Berzsenyi Daniel Tanarképz6 Féiskola Természetféldrajz Tanszé-
kenek Karsztkutaté csoportja 1994-ben publikilta a szabad, talajjal nem
boritott mészkdfelszin karsztosoddsdnak 4ltaldnos egyenletrendszerét
(SZUNYOGH, 1994). Ezen egyenletrendszer "végsd célja" az, hogy
(megfeleld fizikai, kémiai és geoldgiai torvények, ill. sziikséges kezdeti- és
peremfeltételek ismeretében) elméletileg levezethetévé tegye valamely
mészkdfeliilet kezdeti alakjdnak ismeretében a sziklafelszin késébbi formé-
janak matematikai megadasat, szolgélva ezzel a klasszikus karsztmorfol6gia
tételeinek (JAKUCS, 1971) fizikai-kémiai aldtamasztasat (1. dbra). E mate-
matikai modellezés természetesen nem helyettesiti, hanem csak kiegésziti a
klasszikus karsztmorfolégiai vizsgalatokat aziltal, hogy lehet6vé teszi hipo-
tézisek (elfogadott fizikai-kémiai torvényeken alapuld) ellenbrzését; kisér-
letileg nem vizsgdlhato, igen lassii folyamatok, pl. valamely sziklafelszin .
jelenlegi allapotinak tobb évszazad vagy évezred multin mutatkozé médosu-
lasainak elbrejelzését; jelenleg nem tanulményozhaté fizikai (hidrolégiai,
klimatolégiai, stb.) koriilmények kozott foly6é karsztosodds eredményeinek
megitélést; globélis kornyezetviltozasok karsztosoddsra kifejtett hatdsénak
prognosztizélasat és kvantitativ vizsgalatat, stb.

Mindennek érdekében feldliitotiunk egy tobbismeretienes parcialis diffe-
rencidlegyenlet-rendszert, melynek megoldisa egy olyan F(r) figgvény,



1. dbra. a.; A vizsgdlt, talajjal nem elboritott mészidfelszin t iddpillanathoz tartozo kezdeti alakja; b.. ugyanezen
sziklafelszinnek a karsztkorrozio hatésdra megviltozott alakja egy késdbbi, t idépillanatban
Figure 1. a.: The examined original form of limestone surface, whick is not covered with soil, belonging io ty time;
b.: the changed form of the same rock surface later in t ime, for the influence of karst corrosion

mely megadja, hogy a tér valamely, r helyvektori pontjan mely ¢ id8pilla-
natban fog "dthaladni" az oldédds miatt helyzetét allanddan valtoztatd
(vandorld) kbzetfelszin. Keresett tehat a mészk6felszin

t = F(r) (D)

alakban. Levezethet8 (SZUNYOGH, 1995.a), hogy a mészkéfelszin elmozdu-
lasanak (lepusztuldsanak) w sebességvektora [m/s]

n
5 lgrad |’ @
ahol n a kdzet feliletére merSleges egységvektor (azaz a mészkGfelszin un.
normalisa).

A lepusztulds mértékéb6l kiszamithato, hogy milyen tomegi mészks ta-
vozott a sziklafelszin egységnyi teriiletérsl idGegység alatt, azaz kifejezhetd
az oldatba juté mészkd u.n. ¢, tomegiram-sirisége [kg/m’s]:

Gy = —PrW R, 3)




ahol p, a mészké siirdsége [kg/m’].

A tOdmegmegmaradas tételébdl kiindulva bebizonyithatd, hogy a kézet
feliiletérdl eltdvozo mészkd tomegaram-sirisége és a vizben oldott kalcium-
karbonat koncentracidja kdzott

G ¢
e | 4
. pth‘n (4)

v-gradc =
kapcsolat all fenn, ahol v a mészké felszinén szivargd viz sebessége [m/s), i
a folyadékréteg vastagsiga [m], q, pedig az oldoszer-utinpétlast jelentd
csapadékhozam (azaz a kdzetfelszin egységnyi teriiletére idSegység alatt
hullé csapadék témege [kg/m’s]).

A szivirgd viz v sebességét alapvetSen (a g nehézségi gyorsulason ke-
resztiil) a gravitacids- €s (a viz m viszkozitasi tényez8jén t) a surlédasi er
hatirozza meg, mely a Navier-Stokes egyenletbdl (FRANK—MIESES, 1967)
levezethetden

Vi p;’j; [g—{g-n)n]. (%)

A tOmegmegmaradis tétele a vizre kiilén is érvényes, mely a kontinui-
tasi egyenletbd] levezethetGen

4{(;)1,\!(]‘,)111% =24, (6)

(4)

alakot 6lt, ahol 4 egy, a vizfilmben kijelolt, nyugvé térfogatot hatarelo zart
feliilet, p, pedig a viz stirlisége (kg/m’). |

Az oldodas utolsd egyenlete a karsztosodds kémiai torvényszerdségeit
tikrozi, kifejezve, hogy idGegység alatt annal tobb mészkd keril oldatba,
minél agresszivebb a viz, azaz minél nagyobb a kiillonbség a maximalisan
feloidhatd és a ténylegesen oldatban [évE kalcium-karbonat kozott:

g, = ke, ~c). | 7)

ahol % az oldodas reakciosebességének allanddja [m/s] -(DREYBROT, w.
1988).
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2. dbra. A sziklafeiszin pillanatnyi helyzetének megadisare szolgalo koordindta-rendszer
elhelyezkedése
Figure 2. System of co-ordinates for giving the temporary place of rock surface

A (2)—(7) egyenletrendszer altalanos abban az értelemben, hogy érvé-
nyességi kore fuggetien az alkalmazott koordinitarendszer megvalasztasatol,
azaz rugalmasan igazithatd a modeliezendd karsztos folyamat geometriaja-
hoz legszerencsésebben illeszkedd koordinatarendszerhez. Ez az dltalanossag
azonban bizonyos hatranyokkal is jar: a kozolt egyenletek (eredeti forméjuk-
ban) kozvetlenil nem alkalmasak egy-egy konkrét feladat megoldéséra,
hanem el6zbleg konkretizalni kell az adott feladathoz illeszked koordindta-
rendszerre.

Jelen tanulmanyban ezt a konkretizalast Descartes-féle koordinatarend-
szer esetére végezziik el, mert ez illeszkedik legszerencsésebben a magas-
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hegységi sziklafelszineken lezajlé karsztos folyamatok matematikai vizsgala-

tahoz.
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3. abra. A kézed feliletére merdleges un. normalvekior elhelvezkedése és fethontasa komponen-

Figure 3. The place of novnal vector, which is perpendicular to rock surface and its analysis for

sekre

components
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4. abra. A kbzetfelszin normalvektoranak 1, n,, ésn, konponensei a 3. &brdn feltiintetelt S, és S sikmel-
szetekben abrazolva
Figure 4. The ny. ny, and i, components of normal vecior o reck surface represented in Sy and Sy plane

sections on Figure 3

A szabad mészkdfelszin leoldodasanak egyenletrendszere Descartes-féle
koordinatarendszer alkalmazasa esetében

A mészk6feliilet térbeli megadésara alkalmazzunk olyan derékszégi ko-
ordinatarendszert, melynek x és y tengelye vizszintes helyzetd, z-tengelye
pedig fiiggblegesen felfelé mutat (2. dbra).

A (2)—(7) egyenletekben szerepldé valamennyi ismeretlen az x és y tér-
koordinaték, valamint a # 1d6 fiiggvényei. Célunk ezen fiiggvények meghata-
rozasa, ill. végeredményil a kdzetfeliilet matematikai megadasat kifejez6

2= f(x.p.0) ®

Osszefuggés megkeresése.
A kbzetfeliilet normalvektora Descartes-féle koordindta-rendszerben

Minthogy a fenti egyenletrendszerben t6bbszdr is eléfordul a kdzetfeli-
let normalisa, ezért mindenek el6tt n-et kell kifejezni a feliiletet megado
z(x,y,t) figgvény derivaltjaiként (3. dbra). Jelolje a felulet x-irdnyba vett
ddlésszogét o, y-iranyba értelmezett dilését pedig 8. A feliilet normalvekto-
ranak n,, n_€s n, komponenseire felirhaté (4. abra), hogy
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n, =-n, iga, ©)

n, =-ntgp, (10)

€s
n§+n§+n§=l. (11)
A tga és tgP mennyiségek geometriailag a kozetfelilet x és y irdnyba

vett meredekségeivel egyeznek meg, azaz kifejezhetSk a kbzetfeliletet meg-
ado figgvény parcidlis derivéltjaival:

oz

o TR, (12

gQ o (12)
Oz

tgf=—. (13)
dy

A (9)>—(13) zgyenletek ny, ny €s ny -re nézett megoldasai:

oz

" =— Ox (14)

IEROE

&
n, = - - (15)
&\ (o)
\/(aﬂ *\éyj .
és
n, = 1 . (16)

| V@T*[%Jz“
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3. dbra. A lepusztulas sebességvektoranak ertelmezése
Figure 5. The interpretation of speed vector of denudation

A (14)—(16) lehettvé teszi a kozetfeliletre merGleges egységvektor
Descartes-féle koordinata-komponenseinek kiszamitasat a felilet egyenleté-
nek ismeretében.

A kozetfeliilet lepusztuldsanak sebessége

A karsztkorrozio miatt a kozet felszine w sebességgel lassan, de folya-
matosan mozog, sillyed. w abszolit értékét az id6egység alatt lepusztuld
kbzetréleg vastagsagaként értelmezziik. Irdnya pedig mer6leges a kézet felii-
letére, és a még ép mészkd belseje felé mutat (5. dbra).

w képletében szerepl6 gradienses kifejezést koordinatasan kiirva
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1 1
jgrad £} (BIJZ f&r]: (azjz
Ox L@/ 0z

Osszefliggést kapjuk, mely az inverz-fiiggvényekre érvényes derivaléasi szaba-
lyok figyelembe vételével

(17)

0z
1 ot

= (18)
lgrad F] (az)z [62]2
=] =] +1
o) \oy
alakba hozhato.

A (2)-szerint w meghatarozdsahoz a (18)-at még meg kell szorozni a
feliilet normalisaval, mely végiil a (14)—(16) figyelembe vételével

0z 0z

w.T = 5 al ax 2
(az)' [BZJ-
=3 & o=t *1
ox oy

. L
W, = 2 o ; (20)

(Y -

, (19)

és
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wi =41 2 twlew?, (22)



mely a kijelolt miveletek elvégzése utin

l
w| = i (23)

alakot olti.
A leoldodo kbzet tomegdaram-siiriisége

A mészkd felilletérdl tivozo anyag tOmegaram-siiriségére megadott (3)
Osszefliggés a (14)—(15) és (20)—(22) kifejezések figyelembe vételével (a

(3)-ban kijelolt skalaris szorzésok és egyenletrendezések utan)

o

9 = Pk > 3
[52) {azJ
— | + =] +1
Ox oy
format nyeri.

A (24) egyenletbdl nyilvanvaldan adodik, hogy ha a kdzet pusztul (azaz

q, = 0), akkor % <0, tehat a felszin egyre alacsonyabba valik, siillyed.
M

A kalcium-karbondt oldodasanak kémiai egyenlete

Az oldédas kémiai egyenlete kifejezi, hogy idGegység alatt annal tobb
mészkd jut oldatba (azaz annal nagyobb a feloldodé kalcium-karbonét to-
megaram-surisége), minél agresszivebb a viz, azaz minél nagyobb a tényle-
ges és a maximalisan oldatba vihet6 kalcium-karbonat mennyisége kozotti
kiilonbség. Ezt a kapcsolatot matematikailag a (7) testesiti meg (VERESS—
PENTEK 1990, 1992). Bal oldalaba beirva a (24) altal megadott tomegaram-
sliriiséget, kapcsolatot nyeriink a kozetfeliilet alakjat megadé fuggvény deri-
valtjai és az oldatban talalhato kalcium-karbonat koncentracidja kozott:
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Oz

ot
(8r)’ ‘[52\.2
&) )

= k(c, - ¢). (25)

&

P !

Kifejezve ebbdl %-t, egyenletet kapunk a kézetfeliilet siillyedésének
ot

sebességére:

5 ) e N2 Bt
LS S (:’:;) +[?:.) wi. (26)
ot P (\éx oy

A (26)-bdl kiolvashatd, hogy mennél agresszivebb a viz (azaz mennél
nagyobb a kiilonbség a viz egyensilyi (c,) és tényleges (¢) kalcium-karbonat
koncentricidja kozott, tehat mennél nagyobb a (c,-¢)), anndl gyorsabban
pusztul a k8zet. Lathatd tovabbd, hogy a terilet lejtése (melyet a (12) és (13)
nyoman a & ill. a L2 mennyiségek fejeznek ki) szintén névelS szerepet

Ox &y
jatszik a felszin sillyedésének sebességében.

'\——1

Vizsgéljuk meg a (26) alapjan % eléjelét, amit tényez6inek analizise
3
nyoman itélhetiink meg! A (26) jobb oldaldnak elsd tényezdjeként allo i egy
kémiai allandé, mely pozitiv szam. Hasonléképp pozitiv a kézet siirlisége is
(p,), mely nevez6ben foglal helyet.
A (26) masodik, a szamldloban 4ll6 tényezGje negativ nem lehet, mert az
tiltelitett oldatot reprezentdlna, ami pedig korr6zio esetén lehetetlen, azaz

g, ~e20, (27)

A (26) utolsé tényez6je pedig négyzeidsszegekbdl vont pozitiv gydk, te-
hat

J&) (2] 0 @
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6. dbra. A sziklafelszinen szivargd vizfilmben oldva tartett kalcium- karbondt térbeli eloszla-

) sa
Figure 6. The spatial dispersion of CaCQ 3 in the liquid film sweated on rock surface

A fentiekbdl kiderul, hogy a (26) jobb oldalan allé valamennyi mennyi-
ség pozitiv, igy szorzatuk is pozitiv. Mivel azonban a (26)-ot egy (—) eldjel is
kiegésziti, megallapithato, hogy

£20 (29)

tehat karsztkorrézi6 hatasara a kézet felszine nem keriilhet magasabbra, mint
kordbban volt, hanem csak siillyedhet. (Az 1d6 mulasdval z, azaz a mészké
felszinének tengerszint feletti magassaga egyre kisebb és kisebb.) E latszolag
nyilvdnvalo, a karsztoldgidbol ismert tétel matematikai "visszatiikrozése"
azonban a levezetett osszefiiggések josdgat igazolja.

A kizet felszinén szivargo viz oldott kalciumkarbonat-tartalmdnak térbeli
alakulasa

Mikéozben a viz a kizet felszinén dramlik, folyamatosan vesz fel kalci-
um-karbonatot. Az oldis sebessége a kozetfelillet kiilonb6z6 pontjaiban
azonban egymdstél eltérd, hiszen az szdmos tényez&t6l, mindenck elétt a
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vizben mar kordbban feloldott kalcium-karbonat mennyiségétél (¢) és a
vizfilm aramlasanak sebességétdl (v) fugg (6. dbra). Mindezt a (4) egyenlet
veszi figyelembe, mely Descartes-féle koordinata-rendszerben felirva:

oc oc
——Vl_ +-—V

:-qi-}--——-c q.n, (30)
ox © 0y

Y h puh
ahol v, és v a viz sebességvektordnak x- €s y-irdinyu komponensei, 4 a kGzet
felszinén szivargo vizfilm vastagsaga, q, pedig a csapadékhozam. A (30) igy
kapcsolatot teremt a viz sebessége, kémiai Osszetétele, a korrodalt kdzet
tomege ¢€s a teriiletre hullé csapadék hozama kozott.

q, vektor-komponensei Descartes-féle koordinata-rendszerben

o
, =40, (31)
™

ahol g, egy pozitiv szém. Mértékegysége: kg/m’s.

A (30) jobb oldalanak els6 tagjaba helyettesitsik g, (7)-ben megadott
alakjit, a masodik tagjdban pedig q, (31)-ban megadott kifejezését. A kozet-
felilet n normélisanak (14)—(16) egyenleteit figyelembe véve végezzik el a
kijelolt skalaris szorzast! Végul

ac dc g—=8 &
—V,+t—v, =k =l (32)

ox dy h pyh

e

eloszlasat megado egyenletre.

A (32) szdmot ad arrdl, hogy a kbzet felszinén szivargd oldat kalcium-
karbonat koncentricidjdra a viz agresszivitisa (c,-c) novel6 hatassal van,
hiszen az agressziv viz oldja a mészkovet, mig a csapadékbol szarmazo
vizutanpotloédds csokkenti a koncentraciot (bigitja az oldatot), u.i. a (32) jobb
oldalan g, negativ el6jellel szerepel.

A kézetfelszinen dramlo viz sebessége

A viz aramldsat a nehézségi erd valtja ki, a folyadéksuriodas pedig fé-
kezi. Az aramlasi viszonyok tisztdzasana!l elvileg a tehetetlenségi erbket is
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7. dbra. A sziklafelszint elborito vizfilm dromvonalal
Figure 7. Sireamlines of ligrid film covered the rock surface

figyelembe kellene venni, de viszonylag vékony rétegben dramld vizfilmben
az aramlas olyan lassa, hogy az utébbiak az elGbbi kettd mellett elhanyagol-
hatdk (7. dbra). Természetesen nagysebességli aramlasnal a Navier-Stokes
egyenlet bal oldalan mar a tehetetlenségi erbket is figyelembe vevo teljes
alakjaval kell dolgozni (SZUNYOGH 1995.b).

A sebességre megadott (5)-0s szamu Gsszefiggésben eldfordul a nehéz-
ségi gyorsulas g vektora. Mivel g nyilvanvaloan fuggdleges és lefelé mutat,
ezért csak z-iranyu vektorkomponenssel rendelkezik, azaz

07
g=1 0, (33)
-8

ahol gra nehézségi gyorsulas abszolit értéke (10 m/s”). Elvégezve az (5) jobb
oldalan szerepl6 gn skaldris szorzast, a szikkséges rendezések utdn a viz se-
bességének vektor-komponenseire
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g B
v, pVgh . ax 2 . (34)
3n (a’zj oz)
w= | Al =1 +1
Ox v/
|
| &
| vuz_f’r-'gh" : 2 A (35)
| ) "\ &)
f@z)z (az]‘
2 —a; * @/
| vz pVgh 7,. . (36)
\ 31 [ :j’l {a: :
o | +1
O Ay

egyenleteket nyerjik.

A (34)—(36) képletekben szerepld (-) eldjel kifejezi, hogy ha a feliilet
az x vagy az y tengely iranyaba nézve emelkedik, akkor a viz visszafelé, azaz
az origo iranyéaba folyik, tehat

ha —gi >0, akkorv, £0,

x
vagy 37)
ha _c;;‘_z_ >0, akkorv, <0.
oy
Az dsszefuggések arrdl is szamot adnak, hogy ha a felilet meredek, azaz

oz

= vagy 5‘— nagy, akkor a viz is nagyobb sebességgel, azaz gyorsabban
i g
folyik. Lathato tovabba, hogy a folyadék sebessége a vizréteg vastagsagaval

négyzetesen novekszik. Kovetkezésképp korabbi feltevésiink helytallé abban
az értelemben, hogy a vékony vizfilmben az dramlas lassq.
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8. abra. A mészkdfelszinen cramlo viz teljes mélységet felolels, "végieleniil kicsiny" terfogatelem. a icmegmegma-
radas tetelenek alkalmazasa érdekében
Figure 8 The “extremely little " volume elemnents showing the tolal depth of flowing water cn limestone surface

A folyadékfilm vastagsagdanak egyenlete

A mészkd felszinén szivargd vizréteg vastagsiganak meghatirozasahoz
hasznaljuk fel a viz tomegének megmaradasat kifejez6 kontinuitasi egyenle-
tet éspedig olyan médon, hogy a (6) egyenlet alkalmazasanak alapjaul szol-
galo zart 4 feliletnek egy, az aramlé folyadék teljes m mélységét magéba
foglald (a 8. dbran bemutatott), kicsiny, Ax és Ay alapu, ferde hasabot ve-
gylink. Marmost ha elvégezzitk a (6)-ban kijel6lt integraldsokat, és Ax ill
Ay-t minden hatéron til csékkentjiik (azaz hatarértékben Ax ill. Ay-nal nullé-
hoz tartunik), akkor a (6) alabbi valtozatidhoz jutunk:
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?_{mvx!_‘_a(mvy!:hm. 6%
ox oy

Pv

Az egyenlet bal oldaldn el6fordul a viz mélységét kifejezé m mennyiség.
Mivel a tébbi egyenletben a vizréteg h vastagsiga szerepel (ami lejtds térszi-
neken folyd viz esetében nyilvan kisebb, mint a viz fiigg6leges irAnyba mért
mélysége), ezért célszerii a (6¥)-ban is m helyett attérni A-ra.

m és h kozott (geometriai megfontoldsokbol kovetkez8en) fenndll az

2 2
m=h (@) +(@] +1 (38)
ox v
kapcsolat.

A (38) kifejezést a (6*)-ba helyettesitve, elvégezve a kijelolt derivalaso-
kat, hosszadalmas (bér elemi) szamitdsok utan kapjuk, hogy

0z 8’z 3z &z 0z &z 00z

e L L Ui _
h(av" 5Vy)+vx_§x@_+vy%+vxh6x&;2 6}»62})6): +vyh3x6326y ayfyz =
(az) 4{2{) +1 (éz“) +(§£J +1
oy Ox i

ox
9 : . (39)
Py (—2)24.[@]24.1
ox .

A (39) osszefiizi a koOzetfelilet differencidlgeometriai paramétereit
(kiilonboz6 irdnyokba mért d6lésszogeit és gorbiileteit), a viz dramlasi sebes-
ségét és a folyadékfilm vastagsagat.

Osszefoglalds

A mészk8-sziklafelszinek korrozios folyamatdnak kvantitativ vizsgalata
érdekében meg kell hatdrozni a viz dramldsi sebességvektordnak v (x,y,2) és
v (x.y,?) komponenseit, a folyadékfilm h(x,y,r) vastagsagit, a feloldott kalci-

ey
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z=flx,y,t) fiiggvényt. A felsorolt 6t ismeretlen az aldbbi &t parcialis diffe-
rencialegyenlet megolddsabdl nyerhetd:

oz
5 =
vx:_Png 2 ox —, (40)
In (e (o
Ex— + 5 +1
&
FEW. NSRS J— @41)
3n (B:)' (6:)_
i +1
Ox oy
0z 0z 0z 0% o Oz &0z
v S E 2
,,,(%+_y)+vxﬁf1+vy£{z+,,xh__ox AT T A 2. B T
(O Oy o oy (8" (oz) () (oz
SR b @ ;—J +1 L—— ) + =] +1
\ Ox oy ox oy
=4 1 , (42)
Py AL ’
(WJ B I |
\Ox oy
Qc;vr-t--éjsv},:!{-c"——-ﬁ——c—w]‘,, g (43)
oy h pyh
o &Y (o)
A, . e (__j +L_‘a +1. (44)
ot o V\ax/ (o) ‘ -
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9. abra. A karsztkorid216 differencialegvenler-rendszerének kezdet és peremfeliéielei
Figure 9. The original and bowndary conditions of karst corrosion differential simultaneous equations

A (40)-—(44) megoldasainak lehet&ségeivel alabb foglalkozunk.
A karsztkorrozio egyenleteinek szamitogépes megoldisi lehetdségei

A (40)—(44) egyenletrendszer altaldnos megolddsa sajnos nem adhatod
meg, hanem csak a konkrét feladatok kezdeti- és peremfeltételeihez illeszke-
dd partikuldris megoldasai 1éteznek (DUBLJANSZK1J, 1989, SZUNYOGH,
1995.c). Természetesen bizonyos megoldasi sémak kidolgozhatok, melyek
birtokaban ezen egyenletekkel egy-egy feladattipus viszonylag konnyen
vizsgalhato. '

A (40)—(44) egyenletrendszer igen alkalmas pl. szamitogépes megoldas-
ra, mert egyenletei szeparalhatok a benne szerepld ismeretlenek szerint, igy
egyidejiileg elegendd kisebb (max. hirom ismeretlenes) egyenletrendszere-
ket megoldani. Alabb ismertetjitk e numerikus megoldas folyamatanak f6bb
1épéseit.
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Kezdeti- és peremfeltételek

Legyen adott a sziklafelszin alakjat titkr6z6 fliggvény a karsztkorrozio
altalunk tanulmanyozott id6szakanak ¢, kezdetén, azaz

z(x,y,t) = z(x,¥), ha el (45)

ismert. Tekintsik ismertnek tovabba a folyadékfilm H (x,y,f) vastagsigat és
a vizben oldott kalcium-karbonat C(x,y,?) koncentracidjat a kozetlejté felsé
peremei mentén (ott, ahol a szomszédos teriiletekr6l a viz a vizsgalt teriiletre
érkezik), azaz legyen ismert

x5, 0)=H A% 3.1), ha =xyel, 1,s5¢, (46)

és
e(x,y,1) = Co(x, 3,1), ha =xyel, 1,<t, (47)

ahol I’ jelenﬁ a mészk8felszin felsd peremi pontjainak halmazat (9. dbra).

A karsztkorrozio paramétereinek alakuldsa a lepusztulds kezdeti idészakaban

Keépezziik (és nevezzilk meg az alabbi mdédon) z,(x,y) ismeretében azo-
kat a parcidlis derivaltakat, melyek a (40)—(42) egyenletekben szerepeinek.
Ezek szerint:

Cai £9(xy), ha t=1, (48)

ax )

0z :

50 = E0x ), ha t=1,, (49)
8%z ;

S7=6REy), b 1=n, (50)
623 0)
—6";5);:;(.@ (xay)» ha tztO: (51)
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-
0°2y _ .0

Y ¢ (%), ha fety. (52)

A (48)-(52)-ben szerepl6 ff’, ;”, éﬂi_), C‘;) €s é‘::,) fuggvények nyilvan
ismertek. (A index arra utal, hogy e derivaltak a ¢, idOpillanatra vonatkoz-
nak). A derivilasok elvégzése (a szdmitégépes programhoz illeszkedGen)
célszertien nem analitikus, hanem numerikus médon kell térténjen.

E figgvényeket a (40)—(42) egyenletekbe helyettesitve, végiil egy hdrom
ismeretlenes differencidlegyenletet nyeriink a viz (v, és v -lal jeldlt) kez-

deti sebességére és a vizfilm (h, -lal jel6lt) vastagsagara:

B S pl’ghg 55{0) ) (53)
<0 In (é’i.m)z +(§}0))2 1

_ pg &
e T .

-(0) ~(0) 0) ~(0) (0} +(0) (0} ~(0)
ho(avxo +avy0\+ dhy Ohy +v o S g(xx +§§? g{ry + S g»\y +6) Gy _

1+ VY _a—
6)(? a}) }1 .\.’0 ax _v0 (3)/

=2 : (55)

ey )

A (46)-bol H(x.y.t) figgvény t=t,ra vett helyettesitési értékét az (53) és
(54)-be helyettesitve megkapjuk a sebességre vonatkozo6 ¥V, és ¥, peremfel-
tételeket:

) HZ 1 £(0)
“pi,g U(x,y, U) Sx - ha x,y el és 13105(56)

V. 0~ 2 2
37 (62) +(&2) +1

ill.

3 Vyohu 2 2 -
() (&) +1 7 () +{0) 4



- PVgHg(xJ, t{)) gim
T () ()

E peremfeltételekkel az (53)—(55) egyenletrendszer véges differencidk
moédszerével (v,,(x,p), v,(x,y) és h(x,y) viltozokra nézve) kézvetleniil, vagy
(v,0» v, €liminaldsaval) pusztin a h,(x,y)-ra nézve szamitogéppel megoldhato.
- Megoldasukat a (43)-ba irva

ha x;pel’ és =1,.(57)

7

+ v ~

dcy c,=C €
&y n =k hy Prhy o =
amelyben mar csak a folyadék ¢, kezdeti toménysége szerepel ismeretlen-
ként. Természetesen az (58) is parcialis differencidlegyenlet, tehat megolda-
sa egy kétvaltozos fuggvény (c,~c,(x,y)), de szerencsére csak linearis ¢és elsd
foku, ezért meghatarozasa szamitogéppel nem okozhat gondot. Megoldasa-
hoz a (47) alapjén a ¢,(x,y)=C,(x,»,t), ha t=1, peremfeltétel szolgal kiegészi-
tésil.

Végiil meghatérozhatjuk, hogy a kdzetfelszin valamely (tetszGleges) x—y
koordinatdjn pontja kezdetben milyen sebességgel sillyed. A (44) szerint
(£=t,-ra vonatkoztatva):

oz ¢, ~¢ \/ N
El =kl J(HO) +(c®) +1. (59)
a’ /=0 pk ( £ ( ¥ )

A mészkdfelszin alakja a kezderi idopillanatot kivetd révid ido elteltéve!

A siillyedés scbességének ismeretében meghatarozhatjuk, hogy egy ki-
csiny At id6tartammal kés@bbi (¢,=t,+Al) idGpillanatban milyen fiiggvény
irja le a kbzet felszinét,

Az (59) t-szerint integraldsaval:

I’l

; [ 2 \
z ] -Z f = =y 'Ce —¢ 52] X (az
206,00, =260, j > \](ax g ¥l B

fy
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z(x,y,0),_ ., Jelenti a kézetfelszin alakjét a ~=1,, 2(x, y_,r)!tzr! pedig a t=t,

idSpillanatokra vonatkozoan, azaz

z(x,y,f)L:lu 2 :Q(X,y), ha L=, (61)

z(x,y, ‘)Lma = z,{%. ), ha = gy (62)

Alkalmazzuk a (60) jobb oldalara az integralszamités elsé kozépértéktéte-
1ét, mely szerint minden, a ¢, és ¢, intervallumon folytonos és integralhaté

A fuggvényre fennall, hogy

Ig

J.f(r)dr =1t —zA)vf(r*), (63)

Iy

ahol 1"-rél csak annyit tudni, hogy a ¢, ,-t, intervallum valamely bels8

pontja (azaz t, £t" £1,). t,-nak ,-t, ;-nek t,-et vélaszva a (60)

P ! 5 3 =
; : g ~¢ I Oz 0z |
2(%, Y, 0|, — 20620, = (1, ‘fo)_ -k “E;“V[gx‘j +(5J %4 | (64)
L —“f:J'
alakot 6lti.
Haa ¢, és ¢, kilonbsége
A =(t~1,) (65)

elegendén kicsiny, akkor f,, #; €s t* "alig" kiilonboznek egymastol, igy a

(64) jobb oldalan 4116, id6t61 fiiggd mennyiségek argumentumdba " helyett
t,~t irva lényeges bat nem koévetiink el. A mba anndl kisebb, mennél kisebb

At.
Figyelembe véve a (48), (49), (61), (62) és (65) jeloléseket, a kbzetfelszin ¢,
idSpillanatbeli alakjara végiil a
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z,(x,0) = z,(x, )~ k -c—*;"_c—”\/(gf”)z +OF +1. (66)

k

gsszefuiggést nyerjuk.

V(5 3)s Voo (2.3)s B(x.), c4(x.) €s %{i kifejezi a mészkGfelszin lepusztula-
Ir=0
sinak jellemzéséhez sziikséges valamennyi adatot a /=0 id&pillanatra vonat-

koztatva.
A mészkofelszin alakja tetszileges iddpontban

A fent levezetett Osszefliggések megtartjak érvényességiiket akkor is, ha
kiindulasi idépontul nem ¢,-at, hanem ¢,-et vélasztjuk, csupan akkor az
egyenletekben a "régi" (0)-indexek helyébe (1), a "régi" (1) indexek helyébe
(2) irando:

2206,9) =2, (x,)— k %J({i”)z Y era 6

k
A (67) a (66) ismeretében mar kiszamithato.

Hasonloéan folytatva a gondolatmenetet, végiil tetszdleges ¢, idépontra vonat-
kozoan is megadhatjuk a kdzetfelszin alakjat.

1. Meghatarozzuk a feliilet differencidlgeometriai paramétereit kifejez6 deri-
valtakat z (¥ y,7) ismeretében: '

EP:% v)= &z, ha t=1, (t,=1,_,+MN) (68)
x
(1) = azn h = s
&)= % a t=t, (=1, +A0), (69)
{(m azzn
e (x,y):—a7, ha Feit, (l‘n:t"ql-i—zlf), (70)
)= T, ha  t=1, (1,=1,_,+A¢) (71)
xy axay 3 n i n—1 i

2 o
(D=2, ha t=t, (G=1,,4A),  (T2)
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2. A (46)-bol H(x,y,1) fiiggvény =r,-1a vett helyettesitési értékét az (53) és
(54)-be helyettesitve megkapjuk a sebességre vonatkozo ¥V, és V,, peremfel-

tételeket:
2 (n)
sz_pVgH;(x,}’,f) : oy ——, ha x,yel, ést=1,,(73)
] (gg;ﬂ) +(¢§:’>) +1
ill.
2 (n)
= _pVgHO (x,y,r) . Sy — ha x,yel, ha t=t¢,.(74)
Mo (o) () 4

E peremfeltételekkel az (53)—(55) egyenletrendszer r=¢, id6épontra vonatko-
zéan, veéges differencidk modszerével (v, (xy), v, (x.p) €s A, (xy)-re nézve
szamitogéppel megoldjuk:

hz ! n)
Vm(x,y) === g ; (x y) 3 g(x ) » (75)
T (&) () 4
2 £(n)
\’yn(x,y) e 28 (x1y) 22 > (76)

M () () 4

~ (m) o) n) pln) en) #(n) n) s}
hn(gz"-"-+av”"J+vm@—’i+vyn M, +Vh, x éz“ 4 g‘y +v,h, S %” +€§’ g(yy =
e ™ T T T

q 1
=5 4 (77)
e e

Megoldasat a (43)-ba frva c(x, ,1, ) -re kapunk differencialegyenletet:
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mely kiegészitve a z

t=tytal
t},:tg"i"z:ﬁt
t;=tg+3at

t4=tg+4At

tsztg+5m‘

10. dbra. Elvi abra egy Mesiny mészkdfelszini egvenetlenség (pl. saroknyomkarr) karrvalyiva-fejlédesének
szdmitogépes modellezéséhez
Figure 10. Conceptual figure for computer modelling of vinnen development of a small unevenness (e.g.
trittenkarren) on limestone surface

cq(x,9) = Co(x, 3,1), ha x,yelés t=t, (79)

peremfeltételiel szamitégéppel megoldhato.
Végul a (60)-ban kovetett gondolatmenet szerint
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£y = 2,0, - k2D Jeol (ol L (s0)

k

Méarmost a megoldis menete a kovetkez6 (/0. dbra).

1. Meghatirozzuk a k8zet felszinének z,(x,y) alakjét a ¢, idGpillanatra nézve.
2. z,(x,y) ismeretében meghatérozzuk a felszin z,(x,y) alakjét a z, idGpillanat-
ra nézve.

3. Ezt a procedarit folytatjuk ¢, 7, ¢; ... id6pontok sorozatira mindaddig,
amig el nem érjiik a kivant ¢, id6pillanathoz tatozé z (x,y) fliggvényt. A kere-
sett megoldés tehat:

2x,y,0)=z,(x,y), ha t=1,. (81)

Az ismertetett algoritmus alapjan elkészithet$ a sziklafelszinek karsztosodd-
sanak folyamatat (korlatozasi feltételek kikétése nélkil!) nyomon kévetd
szamitogépi program.
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